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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 6) Unidad 1 


1. Piden: menor valor entero de BM = x 
B 


Dato: a +c=30 
Por propiedad de existencia en el AABM: 
c-m<x<c+m (1) 


Por propiedad de existencia en el AMBC: 
a-n<x<a+n ..(2) 


Sumando (1) y (2), se tiene: 
(a +0) — (m +n) < 2x < (a + Cc) + (m +n) 
30 — 20 <2x<30 +20 
=> 10 <2x<50 
5<x<25 
.*. El menor valor entero de x es 6 cm. 
Clave A 


2. Piden: x 


Completando ángulos, se tiene que el ABCE es 
isósceles. 


También se observa que el AABC es isósceles. 
=mZBCE = 2x 


Finalmente en el AABC: 
3x + 6x + 3x = 180” 
12x = 180? 
x=15* 


Clave D 


3. Piden: mínimo valor entero del perímetro. 


x+5 


Por propiedad de existencia: 
B<x-5<2x+5 
10<x 


10<x<2x 


B<x+5<2x-5 
10<x 


Perímetro (2p = 3x), será mínimo cuando x tome 
su mínimo valor entero, entonces: 


Xmin = 11 cm 


.*. El mínimo valor entero del perímetro es: 
3(11) = 33 cm 


Clave E 


2 | Intelectum 5.2 


TRIÁNGULOS 


Piden: x 


AQ 


Se traza la ceviana BM, tal que m4MBC = 22", 
Entonces, los triángulos ABM y BMC son isósceles. 


Luego se traza ME, formándose el AMEC 
equilátero. 
Finalmente el ABME resulta son isósceles. 

=>X +22 =52" 

“Xx =300 


Clave B 


Piden: x 


EN 12x — a =2x 


A D= 
Por propiedad planteamos: 


3x+5x+12x-0a.=0 
20x = 2a = a = 10x 


Se tiene que el ABOC es isósceles, por lo que el 
AABO resulta equilátero. Entonces: 
a =60* 
10x =60* 
x=0* 


Clave B 


e 3k 0) 3k e 


B: ortocentro del DMABC 
O: circuncentro del DMABC 
G: baricentro del MABC 
o BE IA 
Piden: AC = 6k = 3 
Clave B 


Prolongamos BG: 
Por propiedad del baricentro: 
BG =2GM => GM=3 
Del teorema de Pitagoras: 
AM? =AG? + GM? 
AM?=424+3?=25=AM=5 
.x=10 
Clave E 


AABC: 80? + 40? + 2x = 180? 
2x=60* 
x= 30" 
ABEC: x=40" + a 
x=40" + 30 
x=70* 


Clave C 


Para el AABC, D es su ortocentro. 
En el cuadrilátero BHDE inscriptible, entonces: 
x + 125”= 180" 
E O 
Clave D 


Entonces N es el ortocentro del AABC. 


El cuadrilátero FBHN inscriptible, entonces: 
mZFBN = mZFHN = 40% 


El cuadrilátero HCEN inscriptible, entonces: 
mZNCE = mZNHE = 40? 
> x= mZFHN + mZ4NHE 
x=40* + 40 
2 x0=80" 
Clave B 


Dato: O es ortocentro del AABC: 
Del gráfico: a +0 =90* 
En el IX. MHN; por Pitágoras: 
x= 12245? 
x= 169 => x=13 
Clave C 


12. 
B 


ES: 


Sa 


A D M Cc 


Trazamos: OC 
Por ser O circuncentro: => OB = OC 


Por propiedad: OM = = Am=a0 


Entonces el ÍxOMC resulta notable de 30? y 60. 
=p =30* 
En el ÁBDC: 

0+a+a+p=90 
0+0+0+30* = 90% 


30 =60* 
-.0=20* 


Clave B 
13. 


En el AABC: 
65” +0 +35” = 180” =0 = 80 
Como el triángulo MNH es el triángulo órtico del 
triángulo ABC, se cumple: 
a = 180” — 20 
a = 180" — 2(80*) 
a =20* 


Clave D 
14. E 


A 2x3 Cc 
Por propiedad de existencia: 
= 10<3x-8=6<x 

"= 2x-3<x+5= x<8 
Es decir: 6<x<8 ...(1) 
Pero 2p = 10 + (2x — 3) + (x 
De (1): 18 < 3x < 24 
20<3x+2<26 
-.20<2p<26 


5) =3x +2 


Clave A 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 8) Unidad 1 
CDComunicación matemática 


Ta 


2 
3. 
4 


CD Razonamiento y demostración 


5. 


Por propiedad: 
4x =2(a. + f) 
>2x=0+B (1) 
a + +3x= 180% ...(2) 


Reemplazamos (1) en (2): 
2x +3x = 180" 
x=36* 
Clave B 


B+x=a=x=a-—f 
4a =4f +60” 
4(a. — P) = 60? 
a-PB=15”=x 
Clave A 


Por dato: a + b = 260” 
Aplicando propiedad de bisectrices en el AEDC: 


Ni 


En AABC: 
a+b+2y=360* 
260” + 2(2x) = 360? 
=>x=25 
Clave D 


Aplicando propiedad de bisectrices en el AABC: 
mZ4BFC =0 
Luego: 
40 +40 +0= 180" 
0 =20* 


Clave E 


Nos piden: O 
Como E es excentro: m4ABC = 2(m4AEC) 
En el AAME: 
0 +60? + 50? = 180% 
0 =70* 


Clave C 


2a +20 = 180” — 20* 
2a +20 = 160” 
a +0 =80 
a io? 
20 +2a + a = 180% a+0=80 
=>p+a=60* 
Luego: 


P+az+x=100* 
60? + x= 100? 


x=40* 


Clave B 
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o _ X+60* 
38” = a 
76” =x +60" 
76% - 60” =x 
16% =x 
Clave A 
12. Del gráfico, C resulta un excentro del AABD 2% 
relativo a BD. 
Entonces, AO es bisectriz interior. 
Por propiedad: O = — =26" 
Enel AOCD: 
x +0 +66" = 180? 
En el IDAHP: 0 + a =90* x +26" +66? = 180? 
Luego en el MABD: Xx =88" 
0+mZD=90 =mZD=a Clave D 
Entonces el A BPD resulta isósceles. (DResolución de problemas 
=BP=BD=4 16. 
-.BH=4+3=7 B 21. 
Clave E 
lave e NO 
13. Lo 
A E Sc 
Del gráfico: 
x + 70% = 180 
x= 110? 
Clave B 
B 17. 
Por dato: m4A = 80 A m4B = 60? 
En el IMDMB: 50? + 90? =x 
“x= 140? 
Clave Dato: AB = BC 
Por suma de ángulos interiores: 
le 2x + 80% + 50% = 180 
2x = 500 
2 == 20" 
Clave B 


18. 


Prolongamos BH, luego en el triángulo ABM por la 
suma de ángulos interiores: 


o Suma de ángulos interiores: 
ZBMA= 

' se x + 75% = 180? 

Análogamente se deduce que: . x= 105? 


mZANB =90* Clavé'B 


Entonces, H es el ortocentro del AABC. 19. En un triángulo ABC: 


En el ÍxCPA: B 
x+0+ 12? + 50% -0 =90* AD, 
x +62? = 90? 
“x= 28" 
A A ES 
Clave B e D E 


4 l Intelectum 5.2 


Por suma de ángulos interiores: 


5a. = 180? 
a =36 
Dato: BC = AC 
Luego: m4BAC = 2a. 
.mZBAC = 72? 
Clave C 


Por dato: O es el ortocentro del AABC 
En el MAHB: 
Xx +32” + 40” =90* 

“x= 18" 


Clave C 


Por dato: a+c=7 


En el trapecio APQC: 
m= 22 > 2/m=a+c 


Prolongamos BM tal que: GM = MD 
Luego MN es la base media de ED: 

ED = 2(MN) > ED = 2m 

Del gráfico: XBHG = ÉXDEG (caso ALA) 
=BH=ED 


b=2m=a+c 
b=a+c=7 
D=T 


Clave A 


Por dato: G es baricentro del AABC 

BG = 2(GM) = 2(1) => BG =2 
Prolongamos BM y trazamos la altura CH. 
Luego: BMAGM = ExCHM (caso ALA) 
En el lx BHC notable de 45”: BH = HC 
.x=44/2 


Clave D 


23. 28. 


40? 
Pc 
3n M 3n 
I 6n | 


Por dato: G es el baricentro del AABC 
Además: AC = 3BG AC = 6n 
Luego, los triángulos BMA y BMC resultan ser 


isósceles. 
En el AABC: 
Xx +x+40* + 40? = 180? 
2x = 100 
¿=00> 


Clave A 


24. 


Por dato: el AABC es isósceles (AB = BC) 


Entonces, P es el baricentro del AABC: 

AP = 2(PM) 

AP=24/2 

EIDMAPP es notable de 45”: AH =PH=2 

Como P es baricentro: BP = 2(PH) = 2(2) 

=BP=4 

Piden: BH=BP +PH=4+2 

-.BH=6 

Clave B 

25. 


30. 


A M C 


Por dato, L es el ortocentro y O es el circuncentro 
del AABC. 
Por propiedad: BL = 2(0M) 
8 =2(x) 
..x=4 
Clave C 


Nivel 2 (página 10) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
26. 


27. 


= El baricentro de un triángulo siempre está 


= Todo triángulo tiene tres excentros. (V) 


29. 


31. 


ubicado en su interior. (V) 
Sea G: baricentro 


Das [2 


A: acutángulo A: rectángulo A: obtusángulo 


l: incentro del AABC 
El cuadrilátero NIMC es inscriptible 


Por cada uno de los lados de un triángulo se A 
encuentra un excentro relativo a cada uno de Clave C 
dichos lados. 32. Piden: 0 
= El incentro de un triángulo obtusángulo está 
ubicado en el exterior del triángulo. (F) 
Sea: m4B > 90? 
B 
. Del gráfico: 
28" +40 +40 = 180* 
él C 89 = 1522 
..9= 19" 
El incentro (I) se encuentra en el interior del 
triángulo. Clave C 
Clave D | 33. 
Razonamiento y demostración 
Por propiedad en ABEC: 
42” + 3x = 20. + 20 
42 + 3x = 2(0. +0) ..(1) 
Por propiedad: ; . 
a +y=B +(180* 2) Por propiedad en BDCE: 
y+2=180"+B-a (1) pidio 
a +0 =2x ...(2) 
do Reemplazando (2) en (1): 
x=a+90-p  ..(2 422 +3x=2(2x) 
Sumando (1) y (2): 42%+ a ax 
x+y+z=270" “.x=42 
Clave E Clave B 
CD Resolución de problemas 
8 34. Piden: máximo valor entero de h 
Datos: AB + BC = 24 
mZBED =4x +a 
= mBAD = 4x Cada medida de los catetos en un triángulo es 
Enel 4ABC: menor que la medida de la hipotenusa. 
>=h<a 
Ax +x=90% y (+) 2h<24 
h<b h< 12 


5x = 90 
x= 18" 


2h<a+b 
... El máximo valor entero de h es: 11 


Clave E Clave C 
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35. 


Del gráfico se observa: 
P es excentro = m4DQP = mZ<CMP 
20 +70” + 30” = 180” = 20 = 80" 
0 =40" 
En el AAPO: 
10” +x=0=40* 
y =90 


Clave C 


36. Piden: x 


Datos: AQ = PQ = PB =BC 


A E Q B 
Del gráfico: 
Xx + 3x = 90 

4x =90* 

“Xx =22%30' 
Clave A 
37. 

Nos piden: a 


Como | es incentro, m4BIC = 90* +0 


Del gráfico se observa que: 
ABIC = AECI (caso LAL) 


Luego O = 2a. 
Como: 20 + a + 90” = 180* 
>a=18* 
Clave A 
38. 
Nos piden: x 


BP contiene al circuncentro del AABC. 


6 [ Intelectum 5.2 


39. 


40. 


41. 


Q: circuncentro del AABC 
O: circuncentro del APBC 
De la figura m4POC = 2m4PBC = 50* 
Luego en el APOC: 
o  2x+50*= 180" 
A x=65" 


pá Ac 


Clave A 


Recta de 


Nos piden: x 
Como el AQBP es isósceles. 
m 4 BQP = mZBPQ = a +$ 
El MAQPC es inscriptible 
mZ4BAC = m4BCA =a +P 


Luego el AABC es isósceles: AB =BC 
> BHes bisectriz. 


En el AQBP: a +f +0 =90* 
x= 90" 


Clave C 


Nos piden: x 
En el trapecio ALMC: MC = 3n 
Luego el 4 GMC es notable 37” y 53" 
¿Xx=31P 
Clave C 


a 


A D 6 
= mZCBP=90-0 
-= mZABD=0 
mÉBD =20 = mDCB =0 
Luego, por propiedad tenemos: 
mzAIc=00" + 222 90" +45" = 135" 
“Xx =45" 
Clave E 


42. 


43. 


Del AABC: 


A 7 Cc 


Sia. = 90”, entonces porel teorema de Pitágoras: 
(BC)? = 9? + 7? 

=>BC=11,4 

Pero: BC = 10 

=> a, < 90? 

Luego: 


A 4 P. 3 C 
En el AAMP, si a = 90%, por el teorema de 
Pitágoras: 
2=8Y+4oz=5 
Pero a. < 907 =>z<5 
Entonces el máximo valor entero de z es 4. 
En el ANCP, por desigualdad triangular: 
3-3<y<3+3=y<6 
Entonces el máximo valor entero de y es 5. 
En el AMNP, por desigualdad triangular: 
Y=Z<X<y+z 
5-4<x<5+4 

1<x<9 


Por lo tanto, el máximo valor entero de x es 8. 
Clave A 


Por dato: O es circuncentro e | es el incentro 
=> a =90* + 5 
Del enunciado: 

mZAIC + mZ4AOC = 180? 
90 +5 +(20) = 180" 

50. == o 

8 90 
-.0=36" 


Clave D 


Por dato: a. — O = 28? 
Por propiedad: m4ABH = m40BC =P 
En el MAP: $ = 90" — a. 


En el AGBN: 
x+B +15” =90* -0 
x + (90% — a) + 15” =90* —- 0 
x=0 0-15" 
28" 
¿ac= 18 


Por dato: G es baricentro del AABC 
Además: a +b+d= 42 


En el trapecio CRTB: my = — y 
En el trapecio AEHG: m, = 4 > X 
En el trapecio DFSM: x = A 


Clave D 


(3) 


Reemplazando (1) y (2) en (3), y reduciendo: 


> x=2a+tb+d 
42 ' 

x= 

x= 14 


Nivel 3 (página 11) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

46. 

47. 

48. Sea: PQ =a 


En el ABPC: 2a + 28 +60” = 180 
>0a+p=60 

Luego m4QKC = 60 

El APBOK es inscriptible 

De donde: ABKC es isósceles 
AAKGB es isósceles > AK =BK = KC 
..Kes el circuncentro del AABC. 


CD Razonamiento y demostración 
49. 


Clave B 


Clave B 


50. 


51. 


52. 


53. 


De la figura: 
2la+p=a+0=>0=0+PpP 
.. AABD es equilátero = 0 = 60? 
ABDC es isósceles = m4CBD =x + B 
En el ABCD: 
2x + 2B + 20. = 180? 

2x + 2(60*) = 180” = x = 30* 


Clave A 


Por propiedad: 
70? + 180? = 20 + 2a. 
0+a=125* 


De la figura: 
80” +0=70%+n 
Pero: n = 180” —a—x 
=80* +0 =70* + 180 — a —x 
0+a+x=170* 
125 +x= 170" 
x=45" 


Clave C 


El AACE es isósceles, entonces el ADCE es 


equilátero. 
3x = 60" 
x=20* 
Clave E 
B 
D> 
po 
¡A B 20 As 9 Pr, 
En el AABM: 
20 +28 = 180” >0 +fB =90* 
-.mZABC = 90? 
Clave B 


En la figura HBR - RFE: 

P+x=y+0 

En la figura ABG - GFH: 

a+p=x+y 

Restando (2) — (1): 

x-a=0-x 
2x=0+0 


En el AADE: 
a+0+72+x=180* 


(4) 


Reemplazamos (3) en (4): 
72% + x+2x= 180% 
3x = 108? 
x=36" 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


54. 


55. 


Como 2a > o, entonces por correspondencia 
triangular: x > 8 (1) 


Trazamos BD tal que: m4DCB =mZCBD 
Entonces el AABD resulta isósceles. 
En el ABDC, por desigualdad triangular: 
x<8+8=x<16 ...(2) 
De (1) y (2): 8<x<16 
Valores enteros de x: 
(9; 10; 11; 12; 13; 14; 15) 
Por lo tanto, un valor entero puede ser 15. 
Clave E 


H 
eS 
2 iy 
AS 
Elio EN 
130%,30%s 
1 S 


/ 1 s 


Del gráfico, O es el incentro y H el ortocentro del 
AABC. 
Por dato: HO = 12 = 4h = 12 
h=3 
Piden: BN = h =3 
¿.BN=3 
Clave B 
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56. 


57. 


Reemplazando (2) en (1): 


B X + (2x + 50%) = 65” 
AÑ 3x= 15" 
' == 


Clave A 
59. 


MAR 


Nos piden: x 
Como D es circuncentro = AD = BD 
AADB: isósceles 
Como | es incentro = m4BAI = 39? 
Luego: x + 12? = 39" 

o El 


Por dato, E y F son incentros de los triángulos AHB 
y BHC. 


Del gráfico, los triángulos BAE y BCD sonisósceles, 
entonces AP y CR son perpendiculares a BM y 
BD, respectivamente. 


En el AEBF, | resulta su ortocentro. 
=> x=90* 

Además: | es incentro del MABC 
Entonces: m4ABI = mZQBI = 45? 
=P =45 

Luego: 


Clave C 


Nos piden: AG = x 

G: baricentro 

En el MBGC: GM=2 

Por propiedad: AG = 2(GM) 
x=4 


Clave B 


Del gráfico: ABFH = ABFQ (caso ALA) 
> BQ =BH 
-.BQ=4 
Clave A 
60. 


Formamos el AABC y trazamos la altura BH. 
Luego: AABE = ACBE (caso LAL) 
> mZBAE = m4BCE = 2x 


Entonces, D resulta ser el incentro del AABE: 
2x + 50? + 2a = 180? 

x+0=65* (1) 
En el ABCE: 2x + 50% = 0 ..(2) 


Por dato: G es baricentro del AABC 


8 l Intelectum 5.2 


BG =2GM = 2(3) > BG =6 
AG = 2GN =2(4) >AG=8 


Por el teorema de Pitágoras: AB = 10 
Por propiedad: AD =DB=DG =5 
Luego: CG = 2GD = 2(5) 

“.x=10 


Clave E 
61. 


Nos piden: x 
m.ZBAM = mZCBR = AAPB es recto en P. 
Del gráfico: 
O: incentro del APAR 
= 2x=90* 
x=45" 


Clave C 
62. 


Nos piden: x 

Como | es incentro > AP = AH 
De donde:n+4=x+a 
Además: QN =4-n 
Pero:x=0QN+a=4-n+a ..(2) 


(1) 


Reemplazamos (2) en (1): 
n+4=4-n+a+a 
n=a 
En (1):n+4=x+n 
“.x=4 


Clave B 


TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 13) Unidad 1 


1 


Piden: AB 
En el dx ADB notable de 53/2 y 1272/2: 


Del gráfico: 


x= 15 


6. Piden: EH =4ky/3 


Del gráfico: 

3/3 +4k=6/3 +8 
>k=2 
EH =843 


A 3kV/3 H 4k C 


ClaveD 7. Piden: x 


Piden: n? + 1 
En el ABAC notable de 30” y 60*: 


=k/3 = 46 

k= 42 
Luego en el Ex AMD es notable de 
45%n42 =242 


>=n=2 
Finalmente: n? + 1=2%+1=5 
Clave C 
Piden: AB 
A  4n=28 D 24k = 72 Cc 
En el lx EDC notable de 16” y 74: 
Tk=21 
k=3 
= DC = 24k = 24(3) = 72 
Luego en el Ex ADE notable de 37? y 53*: 
3n=21 
n=7 
= AD = 4n = 4(7) = 28 
Finalmente en el Ex ABC notable de 37? y 53*: 
Bx=28 +72 
x=20 
Pero: AB=3x  .. AB=60 
Clave A 
Piden: X. 


Por triángulos rectángulos notables de 30* y 60*, 
se tiene que x = 16. 


Clave C 
Del gráfico: n/10 = 12/10 
n=12 
En el DMABC notable de 30* y 60*: 
x=6 
Clave B 


Clave C 
x 
y yl 
22 + 2 y 
Recuerda: 
n 
DN O 
nv2+n 
En el problema: x = 2 
Clave A 
Piden: /x 
100 
Recuerda en un triángulo rectángulo notable de 15? y 75” se cumple: 
En el gráfico: 
x=25 
Por lo tanto: 
(X=5 
| 7% | 
Clave A 


a(y6+/2)/6=42) 


a(y6+/2)/6 +42) 
20 


Ap Q 
2/5 +/2)6/8 —/2) 


El Íx ROC, es notable de 15? y 75". 

Si: RQ=a(V6 + 42)(46 — 4/2) 

END AOP, es notable de 15” y 75". 

Si: OP=RQ=a(v6 + /2)(46 — v2), pues RQ // OP y OR // PQ 

> AP=a(Y6 — /2)(46 — 42) 

Luego: AC =AP + PQ + QC 

20=a(V6 — /42)(46 — 2) +a(Y6 + V2)(46 — V2) 
+a(V6 + 42)(46 + 4/2) 

20=a[6+2-4V124+6-2+6+4+2+v12] 

>a=1 

Lado del cuadrado es: PQ=a (V6 + /2)(46 — 4/2) > PQ=4 


QCc=a(v6 + 42)(46 + 42) 


Clave B 
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10. 


11. 


12. 


Trazamos MH, perpendicular a CD, luego el 
Íx BMC y el ÍxCHM son notables de 15* y 75* 
ya que el AABE es isósceles. 


Br 


A ] Ñ D 
Si: BC=8 = CM=2(/6 — (2) 


Luego en el triángulo MCH: 


cia (16-42) 


=> CH=2 
MN =x; MN = HD = x 
HD = CD — CH 
x=8-2=x=6 


Clave C 


Trazamos la altura EH, por lo tanto el MAHE es 
notable de 37? y 53%. 


Si:AE=10 = HE=8 
Luego sobre E: 
37% +0. +53 + B = 180? 
a + fp =90* 

-.m2ECD=a 

mZ HBE =B 
> ÍMEDC =AHBE (caso ALA) 
Ya queBE=EC >= HE=CD ... x=8 


Clave A 


Trazamos la altura relativa a la hipotenusa, los 
ángulos están en progresión aritmética. 


H/3 | 


de P 
eya 


= mB = 90” (ángulo mayor) 
mZA= 90” — a 
m4C=90* — 2a 
Pero mA + m4C = 90? 


Reemplazando: 

90”— a + 90*— 2a = 90? 
=> a =30* 

. mZA=60* 


El Dx ABC es notable de 30? y 60*: 
SiBP=H > B=2HyPC=HW3 
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13. 


14. 


El Xx BPA es notable de 30* y 60*: 
SIBP=H > BA= En y 


Ar= 843 
Perímetro: 2p =AB + BC + AC 
A 
=> 2p=2H(4/3 +1) 
Clave B 


El perímetro es de 48 m = 48 = 3(lado), pues 
ABC es equilátero, entonces: lado = 16 m 
P es punto medio de AC = AP=PC=8m 


El Ex PQC es notable de 30? y 60”. 
Si: PC=8 = QC=4 

BQ =BC - QC 

BQ=16-4=12 

El lx BRQ es notable de 30? y 60*. 
Si: BQ=12 = RB=6 

RA=AB —RB 

RA=16-6=10 

El Dx ASR es notable de 30* y 60*. 
Si: RA=10 = AS=5 

=> AP =AS +8SP, pero AP = 8 
Reemplazando: 8=5+X = x=3 


Clave B 


k/4+2/2 


El Dx AHB es notable de 22,300: 

SiAH=a > AB=aV4 +22 
BH=a(Y2 + 1) 

El Dx ABC es notable de 22,30". 

Si: AB=k => AC=kV4+242 ; 

pero k =aV4 + 2/2 


Reemplazando: 


AC=a(Y4+2/2) (14 +242) 
AC =a(4 + 242) 


Dato: AC=4 > a= —L_-2- 472; 
44242 
=>BH=(2- 422 +1) 
o. BH=42 
Clave E 


PRACTIQUEMOS 


Nivel 1 (página 15) Unidad 1 


CD Comunicación matemática 
1. 
2. 
de 


CD Razonamiento y demostración 


15 = 5k 
15 =5k 
=3 
=x=3(3) =9 


O 
a=v3 
[A6o0* 30 


y = 2a 
>y= 2/3 
ey =0% + (243)? =98 
Clave A 
5. 
En el Íx ABC notable de 30? y 60”: 
x=2avV2 
Por dato: BH =a = sz 
>Xx= 52) /2 
x=10 
Clave B 
6. 
B 
kV5 
DN n PS 
. 2k 10 XK e 
Del gráfico: 
2k + 3k = 10 
k=2 
“. AB=2V5 
Clave A 
Ti 


BD =(14/3)/3 = 42 CD Resolución de problemas En el lx BEC: 
BC+CD=42 12. tanx= 34 - 3 
14 +CD=42 ai 
-. CD=28m o ds ÓS 
Clave C Clave D 
15. 
8. 
Del gráfico: 
(2)30 Trazamos EL // AB 
PB == 2013 >mZELC=a 
20/3 = ALEF es isósceles 
PQ 7 El =EF=2 
-PQ=10/3m Por el teorema de los puntos medios: 
An Del gráfico: m4PBQ =75* + a. 
dise Clave A Por ángulo exterior: m4BPQ =75* + a. 
á wee 3 > ABOP es isósceles (BQ = PQ) 
] x=PR =BM (Propiedad) 
En el Ex ABC notable de 15” y 75”: 
x+2 da BM= 12 -3 
== 
E 
x+6 
Por el teorema de Pitágoras: sida 
(«+ 2)? + (x +4)? = (x + 6)? 
dx +++ 8x4 16=x0 + 12x + 36 
Xx =16 
x=4 
Clave B 
10. C 
Trazamos MH = BC, entonces por el teorema de 
los puntos medios: 
2 E 
MH = 2 En el ABCM isósceles trazamos CH 1 BM 
Trazamos ML 1 EC >BH=HM 
>ML=MH=X Por dato: AM = MC = BC 
2 Sea: HM=a 
Se construye el xM ALC: En el Ex ELM notable de 45”: En el bx MHC notable de 37/2: 
4 X =22) MC =a/10 =AM 
=LC= 8(5) e 2 7 2 Prolongamos BM y formamos el Ex BRA. 
x= 2 2 0/5. 
En el ÍA BLC es notable de 37* y 53%: x=5 En el Ex MRA notable de 37*/2: 
y Clave E AM=a/10 
Clave B => MR =anAR=3a 
11. 14. En el Xx BRA: 
AR=BR=x= 45” 
Clave C 
Nivel 2 (página 16) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
17. 
18. 
Por dato: AE = BC = 2a CD Razonamiento y demostración 
Trazamos: BH 1 AC e 19. 
En el lx BHC notable de 30* y 60”: 
a AURA En el bx AHM notable de 37:/2: 0" ra 
a 7 > 
En el px APB notable de 45”: de ds js =a/10 
AH=a=HE=a Trazamos CE perpendicular a la prolongación de 
Luego, el Íx BHE es isósceles: BM. di o 
0. x= 45" En el Dx MEC notable de 37/2: A 
Clave B ME=anEC=3a js e 
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Del gráfico: 24. 
mZACB = 30% 
En el AABC: 
a +90 + a + 30? = 180% 
a = 300 
Entonces, el ABQC es isósceles: 
BQ=0QC=5 
En el lx ABQ notable de 30? y 60”: 
AQ =2(5) = 10 
 AC=10+5=15 25. 


Clave E 
20. 


Se construye el Ex ALC 


=10= a =4 
En el bx BLC notable de 45: x=4/2 
Clave B 
21. 
Del gráfico: 
-=32 
CB = - 16 26. 
os = 6/3 =8/3 
DE = (2) 
DE = 12 
Clave E 
22. 
Del gráfico: 
-6_ 
AB = 8 32 
BH = 2/3 =16/3 
um = 18/48 (/3) 
-. HM=24m 
Clave C 
23. 27. 
Del gráfico: 
BH = 8/2 = 4 
DH = 3 
= DC =2DH 
-. DC=6m 
Clave A 
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H 
2 El ÍMBRC, resulta 
8445 ÚS notable de 45”: 
AS ¡EU 
Clave E 


CD Resolución de problemas 


Trazamos BP de modo que el AABP sea isósceles. 
mZ4BPA=2x A mZPBC =x 
AB=BP=PC=8 


Trazamos DR 1 BP 
>BR=RP=4 


En el lx DRP notable de 37? y 53”: 2x = 37" 
.. mZBAD = 2x =37" 


Clave C 


Trazamos DM perpendicular a la prolongación de 
BA. 


Por el teorema de la bisectriz: 
MD=10 
BC//MH=>MH=4 A HD=6 
En el dx CHD notable: 
mDCH = 37” = m4ACH = 53? 
En la figura MBCH: 
53 + x =90* 

x=37" 


Clave C 


Trazamos BH L AC 


> BHes mediatriz 
> AB = BC (mZBCA=45*) 


En el dx BHC notable de 45": 


BH =HC = 2a 
En el dx BHF: 
Xxy-2_1 
tn())=24=7 
> - 589 
2 2 
x= 095 
Clave B 
Nivel 3 (página 17) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
28. 
Tomamos la serie formada por los catetos 
menores: 
Si3 5 7, 9 11 =9+2=11 
A E E y, 


+2 +2 +2 +2 
= El término siguiente en el cateto menor sería 


Tomamos la serie formada por los catetos 


mayores: 
Si 4; 12 24; 40; 60  40+20=60 
AS 


+8 +12 +16 +20 => 16+4=20 


SUXA SA A 


+4 +4 +4 
> El término siguiente en el cateto mayor sería[60]. 


Aplicamos el teorema de Pitágoras: 

112 +60? =x? = x= 61; la hipotenusa sería 
61| además vemos en la serie de triángulos que la 
hipotenusa es igual al cateto mayor más uno. 


29. 
Tenemos la serie de catetos menores: 
SS 5 € 9 41; a, 


+2 +2 +2 +2 +2 


(n 1)! 
m- 211 


ap=3+2077! > a,=3+2. 

a =2n+1 

Luego tomamos la serie de catetos mayores: 
Si: 4; 12 24; 40; b, 


A E E O E E 


+8 +12 +16 +20 


SA ES 
+4 +4 


b,=4+8 077? 440371 

(n— 1)! ¿4 M1) 

(n= 2)111 * (n—3)121 
by =4 + 8(n — 1) + 2(n — 1)(n — 2) 

> b, = 2n(n + 1) 


El término “n” de la serie sería: la hipotenusa es 
igual al cateto mayor más uno. 


>b,=4+8 


2n(n + 1)+1 
2n+1 


2n(n + 1) 


30. 


Trasladamos el área (M) al lado del área (T) ya que 
ambos triángulos, superior e inferior al cuadrado 
más grande, son congruentes. 


Duplicamos las regiones (A); (B) y (D con respecto 
a los ejes de simetría x e y. 


Vemos que el triángulo que contiene a las áreas 


(My O y el triángulo que contiene el área (C) 
son congruentes. 


= sus hipotenusas miden: c 
En el gráfico: c?=2(D y O)= D+ O .. (a) 
Dato: A+B+C= MD + (M+ (M0 
Reemplazando de (a): 
O+B0+0=0+0 
A+B=(D > 0 + O= 5 
Reemplazando de (PB): 
2 2 2 
ADA le 42 
5 + 7 = 2 >a+b=c 
pe 
Teorema de Pitágoras 


CD Razonamiento y demostración 


31. 


Del gráfico: 
2a=4=a=2 

k/2 =8/2 =k=8 
Piden: 
x=k+a=8+2 
“x=10 


Clave A 


32. Por dato PQRS es un cuadrado: 
C = SP =PQ=0R=RS=x 
2a En el px QRC notable de 15? y 75”: 
a(í2- 12) RO=x(2+ /3) 
Ea d En el lx PSA notable de 15" y 75*: 
x=a(2+ 12) AS=x(2- 4/3) 
A Por dato: AC =20 
Por dato: AC =6+4 — 2/2 >x(2- 1/3) +x+x(2+ /3)=20 
Entonces: Bx=20 
2a=6/4-2/2 =2=3/2(2-42) x=4 
e CD Resolución d bl Mid 
esolución de problemas 
x=a(/2+1/2)= 3/2 A 
) )) ) 36. Aplicamos el teorema de Pitágoras: 
x=3/2(4-2) =3(2) Ca 
-.x=6 Y =18 
Clave E y +xly =x) =16? 
33. Dato: y + x= 32 
ON 32(y — x) = (16)(16) 
B e EN Tenemos el sistema de ecuaciones: 
45945" ES > y-x=8 
eL el 
Ad = SC Por Pitágoras: y — x=8 EN 
No =B=0 x=12m 
Clave B 
BC =9(/2) e di 
BC =9/2m : 
Clave B 
34. 


A 


Prolongamos CB y trazamos la perpendicular 
AH. 


Sea: AH = 12k 
Del IMAHC: 20k =20=k =1 
Del RAP notable de 37? y 53%: HB = 9k 
Del lx AHD notable de 45”: HD = 12k 
Entonces: BD = HD — HB = 12k — 9k 
BD = 3k = 3(1) 
¿¿BD::=3 
Clave A 


35. 


GEOMETRÍA - 


38. 


De la figura si: BA=2a = HP =BP=a 
y BC=2b » BQ=Q|=b. 


Luego como QM // AB y BC // PM y P y Q son 
puntos de AB y BC 
=> PM=byQM=a 


Luego vemos que: AHPM = AIQM; (caso LAL) 
=> HM=MI 
Del AHPM: O + al + 90? + q = 180? 

> a+0+40=90* 


Del paralelogramo BPMQ: m4PMQ = a 
=> mZHMI= 4 +a +0 => mZHMI = 90% 


SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 13 


PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 18) Unidad 1 


1. 
Como el cuadrilátero AEFC es un trapecio: 
Entonces: EF // AC 
Por propiedad: 
y a ES 
8-y Tia 12y - ay =8a-ay 
>3y=2a => y=2k na=3k (1) 
Por dato, el AEBF y el MAEFC tienen igual 
perímetro: 
a+y+c=8-y+c+12-a+10 
2(a+y)=30=a+y=15  ..(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
3k +2k=15=k=3 
> y =2k = 2(3) =6 
Además: AE + EB =AB 
x+6=8=x=2 
Piden: x/y 
sis L 
y 6 3 
Clave D 
2. Piden: BC 
Datos: DE // BC 
Como DE // BC, por Thales: 
AE_AD_ 8 _12 
ES DOE" 
Luego en el AABC, por el teorema de la bisectriz 
interior: 
AB_BC_ 14_BC 
lod E ii 
Clave B 
3. Piden: CE 


En el AABC (bisectriz interior): 
AD = 3k; DC = 9k 
Luego: AC=AD + DC 


10=3k+%k=k= +2 
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5. 


En el IMCDE (triángulo notable) de 37? y 53”: 
Como DC = 9k 


= CE = 15k 
Por lo tanto: 
=15/(21- 25 
CE=15(7)= : 
Clave D 
Piden: OC =x 


BE _ 
Enel AABO: EA 


BE _ 
En el AABC: EA 


Clave C 


EN 
A 6-= 6 H 
! 12 ] 


Xx PxO 


Piden: PO =x 
Del gráfico: PE // HB 
Entonces: 


AE __EB _AE 
6-x x+6 'EB 


Clave B 


Piden: FE 
Del gráfico: BF // CE, 


AB _ AF 
” BC FE 


Como BE // CD: 


AF _ - 
Luego: FE 2=AF =2FE 


Entonces: 
AE =AF + FE 


6=2FE+FE=FE=2 
Clave B 


Por dato: ABCD es un trapecio. 

= BC //AD 

Del gráfico: ABEC — AAED 
x-4 -2 24 =2x 


> = 
e e 4x =24 
=X='6 


=> 6x 


Clave D 


Por dato: AD = 2CD 


Trazamos EN y PF paralelas a AD y CD, 
respectivamente. 
=EN=AD A PF=CD 


Del gráfico: MMEN — ExQFP 


EN _- 5+x 
PF. 442 
AD _5+x 
CD” 6 
(20D) _5+x 9 5+x 
CD 6 
12=5+x 
x=7 
Clave C 
Piden: BT =x 


Trazamos AT, luego se determina el MATB. 
Sea m4ABT = a => mZPTA=a 

Sea mZTAB =0 =mZHTB =0, 

Además: mZTBH = a 


Del gráfico: AATB — ATHB 


i=Í=é=ab 
¿x= ab 


Clave E 


10. 


11. 


12. 


13. Piden: BD = x 


20 5k an nc 
O 


4k 


Clave B 


5. 
En el gráfico: Del gráfico: AAMB isósceles 
e ola E Luego en el AABC, por el teorema de la bisectriz 
BB 76 e 
a__2a E 
=> x(x-1)=6 E 
x=3 Clave A HE 6 — 3— x | 
Clave A 
14. Como "O" es circuncentro del triángulo ABC Por cuaterna armónica: 
Piden: AF entonces 2m4ABC = mAOC, trazamos AO y AC_AE_6_9+x 
OC = AAOC es un triángulo isósceles. CD DE "3 x 
2x=9+x 
+.X=9 
Clave D 
6. 
AS 
9 
De la figura: AB = CD 
Si: m4CAD = a. 
> mCD =2a => mZA0M=mZCOM=a. E A 
mADCF =a A mZACB=0L Luego: 0 +$=a = AAQO -— APCO == 
Si: m4BAC =0 AO 00. ñ 3x =2x +8 
mZBCP=0AmZCFD=0 > PO = 0c* reemplazando: k=8 
Luego: AABC = AFDC Se > ES e > R=12 Clave A 
— = > 10DF=AB? ..(1) ClaveB 7: 
16 _ 10 xa 
id PRACTIQUEMOS 
De (1) y (2): FO? — 25,6DF 19) Nivel 1 pagina 20) pa 1 
En el gráfico: FC? =AF (DF) CD Comunicación matemática 
Reemplazando (3): E 
25,6DF =AF (DF) Del gráfico: 
-. AF=25,6 2. AAPQ =— ARSC 
Clave E L.-—16 1344) 
3. 9. L 
Piden: BD =x EIEa 
Clave E 
CD Razonamiento y demostración 
8. 
4. 
Trazamos CE // BD. 
Luego el AECB es equilátero. Del gráfico: AABF — ACAB: 
y 
Del gráfico: AADB — AACE: Del gráfico tenemos: x= ho 
X= 
2-41 3 4 __ 10 _ 5k ES 
Xx oc aro dl === 3 x=8 
Clave E Clave B 
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CD Resolución de problemas 


El APCR es isósceles: m4CPR = mZPRC 19. 
9. Luego se deduce que: 
5 mZABR=mZPBC =P 
Entonces: AARB — ACPB 
c > a = Ñ 
" x Ei =2 
¡Ns Clave C co 
Del gráfico: AABC — AATO 
i áai i 8k =15 
Por el teorema de la bisectriz interior: Nivel 2 (página 21) Unidad 1 ma 15 
AB_5_m CD Comunicación matemática Ke Bg 
BC 6. n 13. Luego: 
Luego tenemos: 22 = M - 5 14. TB = 12 — 4k 
12 n 6 18=12-4(%)=3 
“.x=10 15. 8 2 
Clave E * CD Razonamiento y demostración TB =4,5 
10. 16. Clave E 
20. 
B 
A 
n 
N 
di 
m 0 
4D 1 E q e 
Por el teorema de Tales tenemos: Aplicando teorema de Thales: : 
Xx 10 _ X 3x Por corolario, sabemos: 
22=u >= 2x1" 5x2 cin m_us5 (1) 
xo mM Xx 
Clave E ie md E 
11. =>x=1 n 1 SN 
Clave A De (1)y(2):4=%=x=3=1,2 
Clave E 
17. 
CD Resolución de problemas 
21. 
B 
VA NS 
ú 18 
Por dato: BD =40 
Como ABCD es un rectángulo, entonces: 
AC=BD=40 Por proporcionalidad: 3 li 
Luego: ABFC — AQFA AIR Por el teorema le la bisectriz li 
AF. —20 > AF=2kpAFC=3k ea n—m=6 A qg= => 
> > 
FC 3n bid Luego: 
Del gráfico: AC =AF + FC 18 9k — 5k =6 
40 =2k + 3k ? 4k=6 
40 = 5k -3 
=>k=8 2 
Piden: >x=m=>*.n 
AF =2k = 2(8) = 16 x=14=14/5) =21 
-.AF=16 
x=21 
Clave C A 
8 Del gráfico: AABC — ACBD Clave C 
i AB_BC_8__6 
"BC BD” 6 8=x EA 
> 36 = 64 - 8x 
8x = 28 
¿X= 3, 


Clave D 


16 | Intelectum 5.2 


Por proporcionalidad tenemos: Del triángulo ABS: 


m_-5,m_2 Ñ 
n xn 3 
8k 
y 
37 x 
6k 
¿X= 15 =7,5 Ss 
== 1 AR 6 
Clave D 
Luego, del triángulo SBC: 
23. B 
8k 
6k 
Ss —0 
Se Entonces: 2 = £ 
/ x 8 
Del gráfico: AABC — AQBR x=6,6 
g 2 
B-=07 71 Clave A 
> 81 = 12 (8) - 120 
-.0=48m 
Clave C 


24. 


Del gráfico: AB/RQ A BCI/PR 


AAPR -— ARQC 
Lo_4-L A 
6=L.—L x om 
d Mit 0) 
L* = (4 —L)(6 —L) o : 
10L =24 Del AADC: teorema de la bisectriz exterior. 
L=24 
Clave D n 
E 
Nivel 3 (página 22) Unidad 1 m 
CD Comunicación matemática 
Qe +0 
25. A m 
AD__DE 
26. me+n n 
AD_mn 
DE n ste) 


CD Razonamiento y demostración 
! Dato: 5DE =2AD > AD - 5 


DE 2 


27. 
ñ Reemplazando en (2): 
Q 5_m+n_m_3 
D 2 n nz “Y 
Luego de (1) y (3): 
x_3 
L£L=>x= 18 
A POS E 6 122 
8 6 + 5— xl 


Clave D 


29. 


B 
P 
Ss 
2. R3Dxa 1 * 


A 
Del AABD: Del ADBC: 
B B 
a 3 
3k 3k 
A D 
2R3 o ge 
x-1 
MEE 
=1,5 


Clave A 


Del gráfico: AABC — AMBN 
Xx _6-x 
14 6 
6x = 84 — 14x 
20x = 84 
x=4,2m 


Clave E 


31. Piden: x 


Los triángulos sombreados son semejantes, 
entonces: 
R=x _ 
X=P X+r 


Resolviendo: 


x= /Rr 


Clave B 
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CD Resolución de problemas Por dato: BM es mediana 


sa = AM =MC =5k 
ñ 1 Del gráfico: 
e AD +DM=AM 
3k + 3 = 5Bk = 2k= 3 
ii k=3 
, 2 
Ei Piden: 
) ame 403% — 
di c AC =10k=10(5) =15 
Del gráfico tenemos: -. AC=15 
x+4 _2 Clave A 
x-5 1 34. Piden: BH 
x+4=2x-10 
14 =x 
Piden: BC =2x — 1 =27 
Clave E 
33. 
B 
AN 
6 14 
BH=r__r BH-=r_ R 
6 D3mM il a 
H 3k | 7k ¿ 
BHO BH 
A 
Por el teorema de la bisectriz interior: BER 


AD=3kADC=7k Clave D 
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35. Piden: AB 


La mZA es común para los triángulos ABC y 
AMF. 


= Del gráfico: AABC — AAFM 


AB _ AC _ AB 
AF Am y eomo AM = > 


> (ABNAS) =a(a +b) 


(AB)? = 2a(a + b) 


AB =4/Za(a + b) 


Clave C 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 23) Unidad 1 


1. 


Piden: x 

e O 

o 
Ss 
A H m B 
Cc 
Sea: HB=m 
En el hACB por relaciones métricas: 
al =me 41) 
En el ABHC por relaciones métricas: 
m? =ax ...(2) 
De (1) y e) 
ia 
Cc 


Clave B 


En el 1xMPO por el teorema de Pitágoras: 
x=4 4 (8-x)? 


Resolviendo: 
>x=5 
Piden: AD = 2x 
-.AD=2x= 10 cm 
Clave C 
B 
«D, 
Mm 
A n D 15—n € 


HA OEA OAK 
15 


Sea AB el menor cateto. 
6?=n(15—n) 
36 =15n — n? 
n? — 15n +36 =0 
12 


lo a 
>=n=3Vn=12 
(AB) = (AD)(AC) 
(AB)? = (3)(15) > AB = /45 
AB=34/5 
Clave A 


RELACIONES MÉTRICAS 


Q 
TUN A 
X= (25 + 24)1 
x=7 
Clave E 
Cc 
(BT =219) 
BT=34/2 
En el MPBO: 
PQ=(3/2 142) 
PQ=6 
Clave B 
P 
2 
A e Cc 
| 7 PO 
Por propiedad: QB =BC 
(a +1)? =4(a) >xe=4 42 
a +2a+1=4a *=16+1 
a-2a+1=0 x= 4/17 
(a-1)=0 
a=1 
Clave E 


Teorema de la tangente: x? = ba 


En el ALFV — APFL 
8? = ba 

> e = 8? 
x=8 


Clave D 


Teorema de la tangente: 
Xx = ba 
El KABCD es inscriptible: 
> 36(25) = ab 
= x= 36/25) 
-.x=30 
Clave B 


En el 1OMN por teorema de Pitágoras: 
? = (1-8) + (1-9? 

rl =21 — 34r + 145 

0=1? - 34r + 145 

0 = (r — 5)(r — 29) 

=>r=5vr=29 

Del gráfico se observa: r > 5 

. r=29cm 


Clave A 


Se prolonga AD hasta M tal que CM // BD. 
El AACM es un triángulo rectángulo: 
=CM=8yAM =10 

Por relaciones métricas en el ACM: 
(AM) h = (AC)(CM) 

10h = 6(8) 

. h=4,8 cm 


Clave D 
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12. 


13. 


14. 


Como L es mediatriz: 
=>AF=5 


Luego el hABF es notable de 37? y 53*, 
.AB=x=4 


Clave B 


En el Jx MBN por el teorema de Pitágoras: 
3? +42 = (MN)? = MN =5 


En el ÉEXMPN por el teorema de Pitágoras: 
== +1? 


x= 246 


Clave E 


Luego de completar las longitudes de los lados 
por semejanza de triángulos, por Pitágoras en el 
ABC: 

(IZ Y +(24n 42)? =31? 


Se traza MR // AB, entonces: 

MR = > (base media del AAQP) 
También: 

RN = A (base media del ACAQ) 


Completando ángulos se obtiene que: 
m.ZMRN = 90? 


En el Ex MRN, por teorema de Pitágoras: 


MONO] 


Clave A 


20 l Intelectum 5.2 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 25) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


CD Razonamiento y demostración 


El AABC es isósceles: AB =AC (dato) 
Por el teorema de la tangente 
(BP)? = (BC)(BN) > (BP)? = (2n)(n) 


(BP)? = 2n? di) 
Del gráfico: el Ex BNA — Ex MNC 

n b 2 
7 =7 =>n"=b(a+b a l2 
(a Ñ b) n = ( ) (2) 


Reemplazando (2) en (1): 
(BP) = 2b(a + b) 
BP= /2b(a+b) 
Clave A 


Aplicamos el teorema de la tangente: 
al =(CH)ICF) A b?=(BM)(BF) 


Trazamos FE, tal que: m4NMF =m.ZFEC 

Del gráfico: los cuadriláteros MFEC y HFEB 
resultan ser inscriptibles, entonces por los 
vértices de cada cuadrilátero pasa una 
circunferencia. 


Luego, el teorema de la secante: 
> (BC)(BE) = (BM)(BF) 
b0m) = bé=xn=b? ..(1) 
> (CB)(CE) = (CH)(CF) 
(9(x— n) = al=x-xn=a? ...(2) 

Sumando (1) y (2): 
xn + xn =b? +0? 

2 =a? + p? 
x= va +p? 


Clave D 


B 
A 
Cc 

442 5 


Por el teorema de la tangente: 
a(2a) = (4/2 Y 
da“ =32 
a=16>2a=4 


Teorema de la tangente: 
XÉ = (5 + aja 
2 =9(4) >x=6 


Clave B 


Del gráfico: m4PBQ = mZPQC = o. 
> (00)? =(PC)BC) 
. (QC)? =(4)(1 +4) 

QC = 2/5 


Veamosque: APBQ-ACOP > PQ ¡Be = 


PO PC 4 
-.PO =4(PQ) 


Además: (OC)? =(POJ(O0Q) 
> (00)? = 4(PQ)5(PQ) 
0C= 245 (PQ) 
Finalmente: 
(Qcy = (0) + (oc)? 
> (2/5)?=(5PQy + (2/5 (PQ)? 
-. 20=45(PQ)? = PQ =2/3 


Clave B 


Del gráfico: 


Clave C 


Trazamos PR: el IMRAP es notable de 45”. 
> AR=AP=a 

y PR=PC=adV2 

Trazamos PB 1 AC; luego: 

(AB)AC) = a? 0 (1) 
(BC)AC) = (a/2) . (2) 
Dividimos (1) entre (2): 


AB_ a _AB_1 
BC” za BC 2 


CD Resolución de problemas 


10. 


11. 


12. 


q+r Mp D q 


Trazamos CP _L AD y las alturas PN y PM = AABD — ADPC 


z se = e = (AD)(DP) = (AB)(CD); reemplazando: 
¿ai 


(p+q+r)(a) = 
Luego: (PA)? — (AM)? =(PD)? — (MD)? ... (2) 
(PC)? - (NC)? =(PB)? — (NB)? ... (3) 


Sumamos (2) y (3): 


(PA)? + (PO)? — (AM)? — (NC)? = (PB)? + (Poy — (MD)? — (NB)? 


75+(q +10? - (p+q)=43 -p?-r 


2.7543 =(q +0? + (p+q-p?-1? > 32=2q? + 2qr + 2pg 


2 


De (I): 16=q(p + +r)=X 
..x=4 


Por propiedad: 
(BH)? = (PH)(AH) 


(BH)? = 81 
:. BH=9 


Cc 


> (BH)? =(6,75)(12) 


Clave B 


Prolongamos BH hasta M; donde M es punto medio de AC, porque el ABHQA 


es un trapecio isósceles: 


. AHMQ es un triángulo isósceles = HM=MQ =x y BH=QA=9 


En el IxMHA: (HA)? + (HM)? = (MA)? = 122 + x? = (x + 9)? 


144 +2 =x? + 18x + 81 


Pero: CQ=2x+9 = CQ=16 


Del gráfico: 

AP =PB, luego: 

(AP - (AQ)? = (Py - (QC) 

(AP? — (AQ)? = (PB)? + (BC)? - (aC)? 
(acy - (AQ)? = (BC) 


Clave B 


Del dato: 
(QC)? - (AQ)?=729 

= (BC)? =729 

s. BC=27 sl) 
Además: (BH)(AC) = (BC)(AB) 
Reemplazando: (21,6)(a) = (27)(b) 
4a=5b => a=5k y b=4k 
En el AABC: (AC)? — (AB)? = (BC)? 
(5k)? — (4k)? =(27)?= k =9 


a + b =0k; reemplazando: a + b = 81 


El cuadrilátero MNBH es inscriptible. 
Por el teorema de las secantes: 
(AN)(AM) = (AB)(AH) 

(6 + x)(6) = (ABJ(AH) «..(1) 


En el MAP, por relaciones métricas: 
8”=(AH)AB) ..(2) 


De (1) y (2): 

(6 + x)(6) = 8? 
- 32 

(6 +x) = 3 
- 14 

X= 3 

Es ( 
AS 
9 _RBÍN XA 
Por propiedad: 
5 
A 
P 
A - Q R 


(PT)? = (PB)PA) A (PB)(PA) = (PRIPQ) 

En el gráfico: 

Para la circunferencia de centro O;: 

(o = (NP)NQ) (1) 


Para la circunferencia de centro O;: 
(NP)(NQ) = (NC)(NB) 


= (NP)(NQ) = (12)(3) ..(2) 
De (1) y (2): 

x= (12)(3) = 36 
“.x=6 


Clave C 


Clave E 


Clave B 
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Nivel 2 (página 26) Unidad 1 
Nil Finalmente: o > QC=3(AD) .-. QR+RC=3 Hon 2 
CD Comunicación matemática 
15. Reemplazando: 42 m+RC= /10m => RC= (4/10 — pS 
16. 
PQ _JY2m  _d5+1 
CD Razonamiento y demostración 8 “RO (M10-/2m 4 
17. = Clave A 
= > 

En el gráfico, trazamos NO tal que ml 530 LEñO 

MO = MC, luego ubicamos R tal que 20. El triángulo DET es notable de q? mZQDS = 5372 

BM=RM => AABM= ARMO E -.QS=3 y ST=6 

pe TN Cc 

= mZBMA=mZMRO  .. MC//RO e 

= mZ4MOR =m a a. y m4BAM =mZMAC = 0% 

En el AABC: 25 = > (AB)(MC) =(AC)(BM) 


6 
(MC)? = (ACXBM) ... (1) 


En el AAMC: (MC)? = (NC)(AC) 

Reemplazando de (1): (MC)? = (NC)(AC) = (AC)(BM) = BM =NC 
Finalmente: (MC)? + (NC)? =(AM)? = (AB)? + (BM)? = (AM)? 
Teorema de Pitágoras: mZABM = 909 


Por propiedad: DT=QR = 12=0QS+SR ... SR=12-3=9 


AB_a_AP 
Luego: AABP — AEFR = EF hb ER 


También: ADAP — ADER .:. m4ADP = mZRDE = a. = m4PDR = 90% 


Clave D 
En el IxPDR: (DS)? = (PS)(SR) .. 6?=(PQ + 3/9) => PQ=1 
18. 
ElÍXPCQ es notable de 539/2 > PQ= 4% AE. y E 
Se observa que: 5 
LQ=0QP=1 Clave A 
> mLP =mZAPC 21. 
> QB=PB= - 
En la circunferencia interior: (PB)(AB) = (LB? 
1/1 1 
+ AP 14 
Í (2) ) 2) 
.AP=4 
: Zo > : Del gráfico: 
Por propiedad: mRB = mBC Angra deitera Nero An 
= ARQB = ABPC (PC)(RP) = (PB)(AP) od 
oe xQc+ 1) = (1/21) (PN)NQ) = (JU + NJ)(JU —NJ) = 18 =JU?—NJ (2) 
Pp a e (0,4)? =(0,U)? — (JU)? =NJ(NJ + 4) 
x=1 (142)? JU) = (1-2 +2 => (JU=é+4 (3) 
RE (2) y (3) en (1): 
?+4-(1-2)?=18 
19. Del gráfico: Lil Lia AABD = ACBQ .: e = 45 = =3% Piso p A+ár=t8=1=> 
BD_1 . pp_2m - AB=9p= 
Se deduce: m3 BD = 3 -. AB=2r=9 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
22. 
A > 24 — (a + b) 
Luego: (PQ)? =(QS)(QB) = (PQ)? =(m)(2m) .-. PA=/2m=QR Poda: 
” 2 2 10 ad 1 2_ ap? 
También: (AD)? =(BDISD) = (AD)? ( —)(m-+ >) AD = mm mn Zag? =p (1) 


22 [ Intelectum 5.2 


24. 


Por Pitágoras: 
a? + b? = (24 — (a +b)) 
Operando resulta: 


2 
48(a +2 e dh 


Reemplazando (1) en (2) queda: 
ab =4,8(24 — a — b) 

Igualando (3) y (4): 
=>a+b=14 


Reemplazando (5) en (4): 
ab =48 


Los únicos valores enteros que cumplen (5) y (6) son: 
a=6 An b=8 


Clave C 


Por el teorema de Pitágoras: AC = 20 
En el DMABC, se cumple: 

(AB) = (AH)(AC) 

12? = (AH)(20) = AH =7,2 


Cc Luego: AO =AH + HO 


70 70 it 10=7,2+HO=HO=2,8 
Además: 040 = 10 —r 
En el E40/MO por el teorema de Pitágoras: 
1 + (1428) =(10 — 1)? 
Resolviendo: r = 3,2 
Del gráfico: OO, =10—RAON=R-— 2,8 
En el ÉLONO, por el teorema de Pitágoras: 
(R-2,8)? + R?= (10 -R? 
Resolviendo: R = 4,8 
Piden: MN =r +R =3,2 + 4,8 = 8 
-.MN=8 
Clave D 


Por dato: ABCD es un cuadrado 
>AD=CD=R+a 

Por el teorema de Pitágoras: 

En el x CDO: (CO)? = a? + (R + a)? 
En el bx CTO: (CT? = (CO)? — R? 


De estas dos expresiones: 
(CT? = 2? + 2Ra 


LA) 


Luego: 


En el px ADH por el teorema de Pitágoras: O 
(AH)? = (R + aj? + 6? 

(AH)? =R?+2Ra+a2+36 ..(2) 

Piden: AH? — CT? A 7 


De (1) y (2): 

AH? — CT?=R?-— a? + 36 

En el Ex ODH por el teorema de Pitágoras: 
R= a +6>RÍ - al =36 

= AH? — CT? = (36) + 36 

2. AH? — CT? =72 


Clave E 


25. 


26. 


l: incentro del AABC 
O: circuncentro del AABC 


Por propiedad: 


A = (AN)(NB) = (CN)(ND) 


En el gráfico: 
(BI)(1D) = (NIX(IM) 
(BI)(1D) = (R — x)(R +x) 
( 


> (BINID) = R? — x 1) 


Además, el AIDC resulta ser isósceles. 
=ID=DC 


:DH= DC ple 
Luego: DH = > >DH= > 


Del gráfico: Ex BPI — Ex OHD 


E=2% =Rr=(BINDH) 


Rr= El ES ) >. (BI)(ID) = 2Rr 


(2) 


De (1) y (2): 
R? — x2=2Rr 
2 =R? -2Rr 
¿X=R(R-21) 
Clave C 


(HB)(AC) = 91 

En el AAEH ¡sósceles: 
AB =BH 

=> (AB)(AC) = 91 


AAEBCD: cuadrilátero inscriptible 
=> (AE)(AD) = (AB)(AC) 

x(x + 6) = (AB)(AC) = 91 

Xx +6x—91=0 

(x — 7)(x + 13) =0 

x=7 V x=-13 

¿X=T 


Clave C 
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Nivel 3 (página 26) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

2l: 

28. 


CD Razonamiento y demostración 
29. 


: ED _ AD _2R 
De la figura AAED — ADMO > MO = DO A 12 


= ED= 12(MO) y BR = 12(M0) 
Luego: BD = BR + RP .:. BD=12(MO) +MO = BD=13(MO) ... (1) 


1 1 1 1 1 1 
En AADB: S E = 
(ED)? (BD)? ia (AD)? 122(m0y)?  13?(mMOy? a (AD)? 


1 ¡E 5R 
z = MO e 
(2R)? ERES Ed j 78 e 
Reemplazando (2) en (1): BD = 13(55) 
BD_5 
ROS 
Clave D 
30. Trazamos AM de modo que: 
mZMAQ = mZAPQ = al 
Luego: (AQ)? = (MQ)(PQ) 
(AB)? - (QB)? = (MB — QB)(PB — QB) 
(AB —QB)(AB + QB) = (AB — QB)PB — QB) 
20B=PB -AB 33. 


Del dato: PB—AB=2/AB?- QC? = 2/08) =2/(AB)? - (ac)? 
(08) = (AB) - (QC) 
-. (QCJ = (ABI - (QB)? = (QC)? = (AQ)? 
QC=AQ=6 .. AC=12 


Clave B 
31. 


Del gráfico trazamos QB y OQ: va 
B, E y Q son colineales Q E) 
= (OA) =(00) + (QA)? 


Y 
(2R — aj? =a? + (2/aR)? E 
4R?=8aR => R=2a 


24 l Intelectum 5.2 


32. 


1 1 1 
En el M0QAB: += + 
xÉ (2/aR)? (2R) 
¡A 


Clave E 


Del dato: BP // DR 

... APBRD es un trapecio isósceles, además: 

mZDRP = mZ4RPQ = mZ4RQP = O = AQRP es isósceles 
AAQRDP es un paralelogramo = RD = QB y BD =RP =QR =3 
Luego: (RD)? = (CD)(AD) .-. (RD)?=(2)(10) > RD=0QB = 2/5 
Además: (QB)(BP) = (AB)(BC); reemplazando: 

(2/5 XBP) = (71(1) 


gp 15 
ABp= Er 


Trazamos: RM _L QP = QM=MP 


al 


Reemplazando: 245 — MB =MB + (€) > m6 845 
Finalmente: x?= (RMy? + (may 
xé = (QR)? - (QM)? + (MB)? 
x? =(QR] - (2/5 — MB)? + (MB)? 
x= (QRI + 4/5 (MB) — 20 — (MB)? + (MB)? 
.x=42 
Clave E 


Del gráfico: AQ=AB=a+b 


Luego: (AQ)? = (AP . AC) 

(a + b)? = (a)(a + b +0) 

al +b?+2ab=a?+ ab + ac 
Tendremos: b? + ab=ac ... b(a +b)=cC 


A A 
> b( +1) = 05 pero b > 


Reemplazando: al an + ile c=c=b/3 


Qc_ 0. Qc _0Pp Me 
BB? o QC =0P/3 


El APQC es notable de 30? y 60? 
. mZQCA = 30* 


Finalmente: 


Clave C 


34. Vemos que AAMH — ABPH 


e e =2 a(ah) =BH() 
a PO bo MO 
BP. AH+a AM BH+b 


(a)AH + a? = (BP)(PC) 

(b)BH + b?=(AM)(MC) 

(AM)(MC) — (BPPC) = b? — a? 
Clave B 


35. 


En el MERC: a + 0 =90* 

Luego, los cuadriláteros DPEM y CREM son inscriptibles. 

Entonces en el ARPM, se tiene una bisectriz interior y una bisectriz exterior, 
lo que forma una cuaterna armónica. 


: RQ _ RA 4 _ 6%+a 
QP.— PA 2 a 
4a = 12 + 2a 


a=6 
Por el teorema de la tangente se tiene: 
(AB)? = (ARJ(AP) 
(AB)? = (a + 6)(a) =(6 + 6)(6) = 12 (6) AB=64/2 


Clave D 


36. 


Del gráfico: O¿O = 0,0 
Entonces: ExO¿HO = Íx0,TO (caso LL A) 
= m0,0H =m0,0T=0 


Además: 20 +90? = 180? 
=> 0=45" 
=>0/0=0,0=r/2 AHO=0T=r 


37. 


38. 


Luego: 

b=2r 

a=142 (2) 
c=r42 (3) 
Multiplicando (2) y (3): 

ac=2f (4) 


Reemplazando (1) en (4): 


Clave C 


Por los datos: 

HP=2 y OM=6 

Trazamos HQ 1 OM: 

. 0Q=4 y QM=2 

Luego el MHQO es notable de 37”. 
=> HQ=PM=3 

Además: PR =HP =2 

Luego N es punto medio de CR .-. CN=NR=8 => CP=14 
En el xCPM: (CM)? = (CP)? + (PM)? = (CM)? = 14? + 3? 

. CM= 4205 m 


Clave A 


P es el exentro del triángulo ABC. 
mZBCQ =mZQ0CA=0 .. mZPBL=mZPBA= 0 +0 

PB es la bisectriz exterior del 4LBA = mZQPB =mZPBQ= 0. 
.. APQB y AAGB son isósceles > PQ=QB =AQ =6 
Trazamos el diámetro BS: (BS)(BR) = (QB)? 

(BS)(3) =6? = BS=AC=12 
En el AAQC: (AQ)? + (QC)? =(AC)? = 6? + (QC)? = 12? 

(QC) = 144 — 36 


-.QC=6/3m 


Clave D 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 28) Unidad 1 


1. 
E 
| AB 1104 í 
e (11/00) +2 (1108) -22) 
X= 13 + 104 + 52 
xÉ = 169 
x=:13 
Clave B 
2. 
4 13 
x= 
nd hd 
15 
Por propiedad: 
13? — 4? = 2(15)x 
153 = 30x 
Dd =X 
Clave E 
3. 
Cc Xx B 
8 8 
D A 
Teorema de Euler en un romboide: 
10? + (2/37) = 28? + xv) 
224 = 2(8? + x?) 
48=x 
x=4/3 
Clave B 
4. 
B 
5 7 
A Cc 
H 6 | 
Por el teorema de la mediana: 
2 
+ 7=2xÉ + E 
25 + 49 =2x + 18 
56 = 2xÉ 
.x=247 
Clave A 
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OBLICUÁNGULOS 


Dato: a? + b?= 100 
Por el teorema de la mediana: 


2 
a+ bó=2x + - 
100 = 2x? + 32 
68 =2x > x? = 34 
x= (34 
Clave B 
6 7 
6 
_- 5+6+7 
2 
x= ¿/9(0-5)(0-7)(9-6) 
x= OO = 245 
x=2/6 
Clave E 
Piden: a 
Dato: a?=b*+0*+ /3bc  ...(1) 


! 
la 
I 
! 
! 
! 
1 
L 


Hom A b (o: 


Del dato se observa que el.4A es obtuso. 

Por teorema de Euclides (2.* caso), tenemos: 

al =b? +0? +2bm 2) 

De (1) y (2): 

2bm= /3bc 

EE 
2 

De donde el ÍÁBHA es notable de 30? y 60*. 

-. 01 =150* 


m= Cc 


Clave B 
Piden: x 
B 6 Cc 
5 7 
Il] 
Ax AH M 6 D 
5——= 


RELACIONES MÉTRICAS EN TRIÁNGULOS 


10. 


11. 


Aplicamos el teorema de Euclides en el AABM: 
72 =52 + 52 — 2(5)%) 

49 =50 — 10x 

¿4x=0,1 


Clave B 


Piden: x 


Se observa que el APBF es isósceles. 
=BP=3 


Por teorema de la bisectriz interior: PE = 2 


Finalmente, en el AEAB por el teorema del cálculo 
de la bisectriz interior se tiene: 


xé =(AB)(AE) — (BP)(PE) 
x= (6)/4) - (3)(2) 
.x=3/2 
Clave C 


Piden: máximo valor entero de x. 
a < 90? 


Por existencia de triángulos: 

2<x<8 LI) 

Como a < 90? y BC debe tomar su máximo valor, 

esto ocurre cuando a. sea lo más próximo a 90”. 

Entonces: 

A< 745? 

Xx <34 

x < 5,830... (11) 

De (1) y (11): 2 < x < 5,830... 

... Se concluye que el máximo valor entero para 
BC cuando a es agudo es 5. 


Clave B 


Piden el perímetro del triángulo: 2p. 


x: es entero y 
a > 90? 


x-1 


Sabemos: 
ar t> + (x— 17 
42 > + 2 +1 
dx>x 
>x<4  ..(1) 


Por existencia: 
*x<2x 
*x—-1<2x+1 
*x+1<2x-1 


De la última inecuación se tiene: 
=>2<X ..(2) 
De (1) y (2): 2<x<4 

Como x es entero: x = 3 
.2p=3x=9 


Clave E 


12. Piden: x 


En el AABC trazamos BI tal que: AB =BIl =4 
Luego, trazamos BH 1 AC =HA=Hl=a 


Por el teorema de Euclides en el ABIC tenemos: 
72 = 42 + 42 + (2)(4)(a) 


49 = 32 + 8a 
ME 
_ a 17 33 
Luego: x=2a+4= 2%) +4= eE 
Clave A 
13. Piden: menor lado 4k 
B 
¡Sy 
4k 5k 
A Mo Me 


Por teorema para el cálculo de la bisectriz interior: 
2_ 8 10 

10? = (4k)(5k) (3 y : y 

100 = 20k? — Dt k=3 


.4k= 12 
Clave C 
14. Piden: x 
BONO6C 
21 43 
DA 
A 13 E 13 D 
H 26 1 


Sean N y E puntos medios de BC y AD 
respectivamente. 
Por teorema de la mediana en el AMNP: 


2 
MN? + NP?= 2x? + e 


2 
2124182 =2 + — 
-.x=16 
Clave A 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 30) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. 

3. 


CD Razonamiento y demostración 


A 5 ñ c 


En el AABC por el primer teorema de Euclides: 
13? = 15? + 14? — 214)/(AH) 
28(AH) = 252 
> AH =9 
Porel teorema de Pitágoras en el lx AHB: BH = 12. 
Entonces el Ex BHA resulta notable de 37? y 53*. 


O 
Clave C 
5. 
B 
Ñ 6 
A Xx H Cc 
HE 5 
En el AABC, por el primer teorema de Euclides: 
6? =42 + 5? — 2(5)(x) 
10x=5 
e 
2 
Clave A 
6. 
B 
> 
d 8 
A z C 
Por el teorema de la bisectriz interior: 
d-X>d= 
na =d=2x .(1) 
Por el cálculo de la bisectriz interior: 
d = (0)(8) — (xN(4) ..(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
(2x)? = 8(2x) — 4x 
4xé =12x 
4x = 12 
O 
Clave B 


En el ADOC aplicamos el teorema de la mediana: 


2 
DO? + 00? = 20M? + Ez 


Z 

541520 + E 

20 =2x? + 18 
== 


Clave A 


CD Resolución de problemas 
8. 


Ley de cosenos: 
xÉ =3? +7? — 2(3)7)c0sp 


58 —-x? 
42 


cosp = 
PB es ángulo agudo: 
0. <P <90* =0<cosf < 1 


Luego: 


58 — x? 
0< E 


na AC máx. =f' 


<t=4<x<786 


Clave D 


1] 
A 12 E 14 D 


Trazamos CE // BA: 
Teorema de Herón en el AECD: 
= A 1e1()(8)(6) = 12 
Clave C 
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Ley de cosenos: 

a? = b? + 0? — 2bo(cosa.) 
Dato: 

a=b2 ++ /2bc 


Igualando (1) y (2): 
V2 


cosa. =— > > a = 135 


Clave D 


11. 


A D 
A+ ZB=180 => 4B= 180? — ZA 
Ley de cosenos: 
7? =3? + 5? — 2(3)(5)c08(180? — 4A) 
49 = 34 + 30c0s4A 
cosZA= 2 => ZA=60* 


Clave D 
Nivel 2 (página 30) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
12. 
13. 


CD Razonamiento y demostración 


14. De la figura se tiene por el teorema de la bisectriz 
interior: 


BP? = (AB)(BC) - (AP)(PC) 
Además: PQ? = (APJPC) 
Dato: BP = PQ; (AB)(BC) = 32 
Entonces: 

BP? =3? - Po? = 3? - Bp? 
BP?=16 => BP =4 


Clave D 


QD? = (9)(4) = 36 => QD =6 


Por el teorema de Pitágoras: 
enel AAQD y ADQC: 
AD= 3413 A CD= 2/13 
=>BC=3/13 AAB= 2413 
Por el teorema de Stewart en el AABC: 
(211314) + (3/13 49) = BQ213) + 4.9. 13 
16 +81 =BQ? + 36 
B0?=61=B0Q= /61 
Clave D 


28 l Intelectum 5.2 


16. 


17. 


19. 


a 


mu 
O, R2O  H 


Teorema de Herón: 


2 
x= ez dr (p-a)(p —b)(p=0) 
p=F(B+Rox+ Box) 
Luego: 


x= 5 |R(R2)x(RI2=x) 


1-4 5(B-x) > x=10(35-x) 


x=4R Box 


Dato: R =9 
-x=4 


Clave C 


Por el teorema de Herón: 
2 
n= 2 (271467) =12 
Luego, por semejanza: DMAHP — IMBHC 


2 e =>x= - = 13,75 


Clave D 


CD Resolución de problemas 


18. 


21. 


AH: mediatriz del AABE 
Teorema de la mediana en el AABE: 


2 

AB? + BE? =2BC? + E 
2 
(2a)? + (2/6 =2(2a)? + EE 


da? + 24 =8a? + 2a? 
6a? =24>a=2 
-.AC=a=2 


Clave C 


De la figura: 
m+n=5 
6-m+n=7 
—=m+n=1 
Del (1) y (2): n =3,m=2 


(1) 
(2) 


Teorema de Stewart: 
722) + 54) =6x? + (2)(4)(6) 
6x2=150=>x=5 
Clave D 


Teorema de Stewart: 

mx? + nx? = 64(m + n) + mn(m + n) 
xo =64 + mn 

Dato: mn = 20 

Luego: =84>x=9,16 


Clave C 


LÁ 


= 18420421 37 


p 
Teorema de Herón: 


BH= (lp =al(p=b)P=0) 


Clave C 


Nivel 3 (página 31) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

22. 

23. 


CD Razonamiento y demostración 
24. 


Como: AE // BC 
mZNDE =mBCD 
mPMN = mZNED 


Además: 
mp = BC - 3 - 15 (base media) 
272 
Como: AMPN — ADNE 
_DE_ NE 
me=2 MN = 2 


Teorema de la mediana en el AADB: 


2 
9 +62=2am? + ED 


.4AM) + BD?= 90 
Clave D 
25. 


Del gráfico tenemos que: 

OM =00;, =0/M =R 

> AOMO) es equilátero: m4MO4¿0 = 60* 
También: m4004N = 60* 


Luego, en la circunferencia de centro Oy: 
Por ángulo central: mMON = 120* 
Por ángulo inscrito: m4MBN = 602 


Análogamente, en la circunferencia de centro O: 
mMO,N = 120 =m.-MAN = 60” 


En el AAMB: m4AMB = 60% 
= AAMB es equilátero: AM = MB =AB =8 


Tenemos: 


Teorema de Stewart: 
8.5+8.3=x?.8+3.5.8 
>x=?7 
Clave E 


26. Teorema de la mediana en el AAQD: 
AD? 


AQ? + QD? = 2/00)? + 25 =100 (1) 
Teorema de la mediana en el ABPC: 
2 
PB? + Pc? =20P? + ze (2) 
Restando (2) de (1): 
100-(P8?+Pc?=2(00?-0P?) + +(AD?-8C*) 
Como: 
AD = 2(0P); BC = 2(0Q) 
Entonces: 
100 — (PB? + PC?) =0 
-.PB?+PC?= 100 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
27. 
B 
N M 
A D c 


Teorema de la mediana: 
AB? + BC? = 2BD? + AC?/2 
AB? + AC? = 24M? + BC?/2 
AC? + BC? =2NC? + AB?/2 
Sumando las 3 ecuaciones: 
2AB? + BC? + AC?) = 2(AM? + BD? + CN?) 
+ (a8? +BC?+A0?) 
2087 + BC? + AC?) = 2(AM? + BD? + CN?) 
AM? + BD? 4 CN?= (28) =21 


Clave B 
28. 
A 
E 
Del enunciado: k = AP? + PB? 
Teorema de la mediana: 
2 
A A 
k =2(R? + 1) 
Clave C 
29. 
B 
N M 
A y Cc 


Por el teorema de la mediana en el AABC: 
AB? + BC? =2BD? + AC72 
AB? + AC? =2AM? + BCY/2 
AC? + BC? =2NC? + ABY/2 
Sumando las ecuaciones (1), (2) y (3): 
2(AB? + BC? + AC?) = 2(AM? + BD? + CN?) 

+ AB? + BC? +AC?) 


Be = 
RE 


AB? + BC? + AC? = S(AM? + BD? + CN?) 
qa 
81 
AB? +BC?+AC?= 108 
Clave A 


30. B 


A Cc 


Por el primer teorema de Euclides, se cumple: 
(BC)? = (ABY? + (ACI — 2(AB)(AQ) ...(1) 
(AB)? = (BC)? + (AC)? — 2CB)CH) ...(2) 

Sumando (1) y (2 
0 = 2AC)' — 2AB)AQ) - 2(CB)CH) 
> (AC)? = (AB)AQ) + (CB)(CH) 

Por dato: AB.AQ = 24 1 CB.CH= 25 
> (AC) = 24 + 25 =49 

(AC)? = 49 
AC=7 


Clave C 


31. 


O es el circuncentro y G el baricentro del AABC. 
Aplicamos el teorema de la mediana en el AABC: 
22 +b2=2(8N +02 = al+b?=18k? + c%/2 
Sumamos a ambos miembros c?: 

+ + 0 =18k + 072 +0? 

Pero del dato: a? + b? + c?=9 

Reemplazando: 


9 = 18k? + 3072 = 6k?=3 — c%/2 (1) 

Aplicamos el teorema de Pitágoras en el KAHO: 
2 

9=(9] +1? oo EN (2) 


Aplicamos el teorema de Stewart en el AHOB: 
. h2(2k) + (3)%(k) =2(3k) + (3k)(k)(2k) 

2h? +9=3xé + 6k? 
Reemplazando de (1) y (2): 


18-072 +9=3x +32 = x=2/2cm 


Clave B 
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MARATÓN MATEMÁTICA (página 32) Unidad 1 


De la gráfica: 

Del ABRD: a +p+m=360* 1) 
Del AFER: y +0 +n= 360" (11) 
Del AABC: 5 +$=x (11D) 


De (1) y (1) en el dato (a. + PB +0 + y =5400): 

pad, (+) 

y +0+n=360* 

a+p+m+y+0+n=720* » S 
a+p+0+y=540* 

m+n=180* 

Del resultado se demuestra que: RI R 


De la gráfica: 


OL OL e o 
y +9 +o+0=180 


q + q =90* (IV) 
De (11) y (IV): 
=N +4=x=90* 


.. x=90* 
Clave C 


De la gráfica: 

Trazamos los segmentos PS y SQ tal que HS y SR son mediatrices de los 
triángulos APS y SQC. 

= AS =PS; SC =SQ 


Del dato AB =BC = m4BAC =mzACB 
> m2ASP = mCSQ = 2a. 


De la gráfica, por congruencia: 
AASQ = APSC (A-L-A) 
=> AQ=PC=7 


Clave D 


30 [ Intelectum 5.? 


Primero asumimos: 28 >20.=0>a.  ..(l) 
=a>b 0) 
Trazamos AQ // LC y CQ//AL. 
= AALC = AAQC (A-L-A) 
AQ =AN=0QC=a y m2AQC = mZALC 


De (1): 20+a.>2a +0 
> 20 + a. + mZANC = 2a + 0 + mZALC 
> mZANC < mZALC 
mZANC < m2AQC 
B + mzZQNC < fB + mzNQC 
mZQNC < m2NQC 


Por el teorema de correspondencia, en el 
ANCQ: a<b (111) 


De (1) y (111) vemos que es un absurdo. 
.a=b 
NC_b_bB_y 


Nos piden: 7 ah 


Clave B 


Si BP es mediatriz de AD 
AB =BD, m4BAD = mADB = 2a. 
y m2MAN =0 


Si MN =NP: 
= mZMAN = mZNAP = aL 


De la gráfica: 
mZDAC + m4ACD = mZADB 
a + mZACD = 2a 
mZACD = a 


=> AD=DC 


.. ELAABD es equilátero: 
2a =60% => a =30* 


Clave C 


Sean: AB=2a y BS=2b 
= De los ángulos: 
mZHBS = mZASB = 90” — a 


RL es mediatriz y base media: 
=RL=a y LS=b 


De la gráfica: 
Por el teorema de la bisectriz en el ángulo LRT. 


> LS=ST=b y RL=RT=a 


De los datos: 
Rc=BS +47 = 2b+a 
=> RC=RT+TC 
2b+a=a+TC => TC=2b 
En el triángulo STC (triángulo notable): 
= mZTCS= o 


En el triángulo rectángulo RLC: 


20 + 2 =90* > a= EL 


] E 
Por propiedad de una semicircunferencia: 
mZBLR = 90? 

Si B y L son puntos de tangencia: 

=> BM=ML=a 

En todo triángulo rectángulo si BM = ML: 

=> BM=ML=MC=a 

De la gráfica se deduce que L es baricentro 
= AL=2LM=2a 


Del MABM: 
(3a? =(20 +2? = 0=4/2a «) 
Del ABC: 
AC?=AB?+BC? => AC=2V3a AM) 
De (1) y (11): 


AB_ 20 _2/2a_46 
AC 2/3a 2/3a 3 


Clave D 


Clave E 


Del triángulo ABC, por el teorema de la bisectriz interior del ángulo A: 


ABZBM_ 0 
AC MC  2a 


Del AABC, por el teorema de la bisectriz exterior del ángulo C: 


BC_BN_ 0 _ (0+b) 
AC ANT 2a  b 


En el AABC, por propiedad: 
(0h) (a) (b) = (2ak) (a)(0 + b) 


Uk (8) (0) = (Zak (a) <> 
1=1 
Se cumple que los puntos N, L y M son colineales. 
.. Nos piden: m4MLN = 1809 
Clave C 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 35) Unidad 2 


1. 


5. 
A0=/6=/2(/3) 
=mZAOC = 120? 
BD=2=42(42) 
= mBOD = 90* 
Por ángulo interior: 
_ 60% + 30* 
AA 
x=45" 
Clave B 
2. Porteoría: 0, =R,/2(1 — cos0,) 
R=4 y n=16 6 
016 = 2 =, 22,50 
Y =4 21 2412) 
Li6 = 4 2 = Y 2 + Y2 
ClaveA 7. 
3. 
En el AAEO:AE=Ry3 
Por teoría: 04, =RYV2— 43 
V6-3/3 =RV2-4V3 
3(2-34/2) =RY(2- 43) 
3=R? 8. 
R=y/3 
=AE=3 
Clave E 
4. 


108” + 20 = 180 
20=72*=0=36" 
mZABC = 108* 
20 + a = 108* 
72% + a = 108% => a =36* 


32 l Intelectum 5.2 


POLÍGONOS REGULARES 


36 $2 Sn =10" Al 


a= y = (605 1) 


5—1 


a= e a=2 
... Perímetro = 5a = 10 
Clave B 
Sabemos: 
Piden: x d 
Sabemos que si R es el circunradio de la 790 
circunferencia circunscrita, entonces: e 
k(V5 — 1) 
a (Y5-1 
O 185 
=R kV10+215 
=8/10-2/5 Del gráfico: Y5 +1=4k=k= 48,41 
Luego: 
Se deduce que: 4 = (2, + 02 BH =k(/5 9 (Ls 1)=1 
--x=90 En el la BHA: 
Clave D BH = 2 
El lado del hexágono regular inscrito es igual al => 18% + x=30" 
radio. xa ="120 
Por lo tanto: Clave E 
Perímetro = 6R = 6(3) = 18 
ClaveB 10. 
En el AABD: AD=0¿=xv/2—y/2 AB es base media del ARMN. 
AHD — ABC -2PacnercH = 1(8) = 8 
Clave C 
11. 


CB=4= 42 =0B=0C 12 
Se traza OH 1 QB. ¿A 
En el .OHB (notable de 30? y 60): a 
He = 08 - /2 y om=(88)/3 = YE Del gráfico: 
ES 4 A 
BAQN - MAHO: E "a 
o A ox YE x=4/2-1) 
de aia 7 
4 4 e Clave C 
ave B 


12. 


Del gráfico, O centro de la circunferencia, 
además: PL // AD 
mAP =mDL =a 
Luego: 
mPL =mAP +mAD + mDL 
120” = a +90 + a 

30* = 2a. 

a =15* 

En el <BOA: 
mAB =mAP +mPB 

90” = 15” + mPB 
mPB =75* 
En el <POQ: 
mPQ =mPB +mBQ 

120* = 75” + mBQ 


mBQ =45* 
Finalmente: 9 = MBQ + MDL > at 
— 45 + 152 
AS 2 
..0=30% 


Clave B 


Del gráfico: 
PQ//RS// AB 
mRP =mQS = 30%; mAR =mSB =30* 


> mAP =mPQ =mQB =60*; mRS = 120? 
Luego: 
NO =apg A MO = apz 


_ 143 E 
NO = > A MO= > 


Finalmente: 

x=NO -—MO 

1143 _r 
O 


2 
x= En 1) 


r=/3 +1 
A X=1 
Clave C 


14. 


Luego: 
mPQ + mPR +mRQ = 360? 
= mPQ +90? + 150% = 360? 


-. mPQ=120" > PQ=0, > PQ=14/3 ...() 

En el MABC: 

(AC)? =(AB)? + (BC)? = 13? - 122 =AB? 
=>AB=5 


Aplicamos el teorema de Poncelet: 

AB +BC=AC +2r 

Reemplazando: 5 + 12=13 +2r = r=2 
“ PQ=243 


Clave A 
Al prolongar los lados se intersecan en los 
puntos ABCDEF formándose un hexágono 


regular, luego: 5. 
x= 0H 
x= ap6 
Ba 

2 
En la figura sombreada: 
R=0A 
R=243 

Sabemos que ED = EN 10-2/5 
EA /5 ... AEND es un triángulo equilátero: 
SES mZMND = 30* 
ei Luego sabemos que el ABCD es isósceles 
EN mCBD =mBDC = 36? 
Laya d = 60” + mZNDM + 36" = 108* 
PRACTIQUEMOS dele 


Nivel 1 (página 37) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


Además el ANDM es isósceles: 
m.Z¿MND = m4NMD = 84? 

Enel BMC:: 

x +36" + 84” = 180” = x=60* 


1. 
Lx=2R(158 +1) U SURE 
ll. x=R(Y/5 +1) ] CD Resolución de problemas 
lx=8(/5 +1) , 
2 
l.. La longitud de su apotema es casi equivalente 
a la longitud de su circunradio. (V) 
II. La longitud de sus lados también aumenta. (F) 
III. Suárea es casi igual al área de la circunferencia 
circunscrita a dicho polígono regular. (V) 
3. 
2, p 2 Por dato: 
L 04 + 0 = Lo L] 0 = 6-33 
040% =0% e 
- lg + lg = 5 Sabemos: 
Il. 05 + 0% = 0% 042 =RY2- 4/3 
CD Razonamiento y demostración RYV2- 4/3 =v6-343 
4. RYV2-43 =(143)42-4v3 
R= 3 
Luego AE subtiende un arco de 120”. 
AE = (43)/3 
. o ae Ñ .AE=3 
Vemos que: m4QRC =75% > mQR = 150 
Además: mPR =90* Clave C 
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Por propiedad: 

AB=34/3 

Por lo tanto: 

2Poascoer = 6(343) = 1843 


Clave D 


602 


DW a 


mAC =60* 
=>AC=0=R (1) 
Trazamos AH 1 BC 
>BH=2/3 AHC=y3 
En el ESBHA (Pitágoras): 
AC=y7 (2) 
De (1) y (2): 

R=47 


Clave D 


9. Por dato: 
0, =RV2 =4=R=242 
Piden 0g: 
la =RYV2- 42 
2d =2V4-24/2 


Clave B 


10. 


Vemos que el lx AHB es notable de 36? y 54? 
= del dato: 4k = 2 = k = il 


2 
SAC=2k(45 + 12A0=251V5+1) 
=4/5+1 
Clave A 
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Nivel 2 (página 37) Unidad 2 

CD Comunicación Matemática 

11. 

Clave C 

12. Primero con centro en A y radio R determinamos 
los puntos 1 y 2; de igual manera determinamos 
los puntos 3 y 4, pero con centro en B. 
Segundo con un radio Ry con centro en A y 
luego en 1 determinamos el punto medio del 
arco M : que será llamado 5, luego al prolongar 
50 hallaremos el punto $ repitiendo este 


procedimiento en los arcos A2 y 23, hallaremos 
los puntos 7; 8 y 9; 10 respectivamente. Si unimos 
todos los puntos obtendremos un dodecágono 
regular. 


CD Razonamiento y demostración 
13. 


Trazamos HP, HF, FD y HD tal que: 
HF=FD=RyY2;HD=2R 
En el MHPDF (T. Ptolomeo): 
(HP)(FD) + (HF)(PD) = (FP)(HD) 
(HP)(RV2) +(R/2 )(a) = (b1/2 )(2R) 
-. HP=2b=a 
Clave B 


Trazamos AO,, donde A; L y O;, son colineales. 
El AAOO,, (notable de 2, 


AO=R,0/0=R A0,= Rys 
Luego: AN = AL 
AN=AO; — LO, 
_RYG_ZR 
di 2 2 
a=r(/80D) 
2 


AN=00 => MAN =36* 


AAQO, = AAOO) (notables E y 
Trazamos OR: 
mZAOR = 74" 


MAR =74* 
Finalmente: 
mAN + mNR = mAR 
36" + mNR =74* 
-. mNR =38* 


0 
3, 


Clave D 


Trazamos DE 1 SE 


AO¿ES notable 38 y 12P. 
/5 2 2 
04S ==> 
Luego: 
PQ = US; QR =TS 
ro rv5 _wW5_2r 
PASO ¡qr= 29 > 
En el AQOR: 
pal 
2 
QR= 00 = mOR =36* 
En el APQO trazamos OH: 
pH=ho=r 50 > PH=aps 
= mZHPO = 36" 


-- mPQ =108* 
sete de0 POR 


mZPQR 
= mZPQR = 108? 


_ 3608 — (108% + 36") 
7 


Clave B 


CD Resolución de problemas 


16. 


Por dato: AC = 16 
=>R=8 
Del gráfico, (2x) subtiende un arco de 30”. 
>2x=09 =RvV2-— 43 
2x=842-—43 
.x=442-43 


Clave C 


Por dato: el perímetro del hexágono regular AB- 
CDEF es 244/3, entonces cada lado medirá 4 
Y3. 


Del gráfico: el hexágono MNPQRS. resulta 
regular. 

Para el AMBN isósceles: MN = 03 

R=2V3 

=MN =RyY3 =(2/3)V3 =6 

Piden: perímetro del hexágono regular MNPQRS 
(2p) 


> 2p = 6(MN) = 6(6) = 36 22, 
-.2p=36m 
Clave B 
18. 
mZAPC = mZAQC = 90? 
= DAPQC es inscriptible 
mAC =180* 
> AC es diámetro (O: centro) 
En el MABC: 
20 + 2a. = 90 
= mzPOQ = 90? 
Por lo tanto, en el XPOQ: 
PQ=(342)1(V2)=6 
Clave A 
19. 
23. 
OM =R; ON =apy= 5 
En el AMON: 
2_2p2,R2_op/R o 
(UN)? =R?+ $ 2RÍ > Joost20 
MN =RY/7 
2 
“MN = peda =7 
Clave B 


Nivel 3 (página 38) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
20. 


21. 


Primero con centro en A y radio R determinamos 
el punto 1. Luego desde el punto 1 trazamos una 
perpendicular a AA' determinando así el punto H, 
luego con centro en 1 y radio 1H determinamos 
los puntos 2 y 2', nuevamente con centros en 2 
y 2' y radio 1H determinamos los puntos 3 y 3'; 
repetimos una vez más hallando los puntos 4 y 
4"; finalmente unimos los puntos para dibujar el 
heptágono regular. 


CD Razonamiento y demostración 


Del gráfico el AAMB es equilátero: 
mZABM = 60? m4NBC = 12? 
= mZMBN = mZABC — m4ABM — mZNBC 
m.ZMBN = 108* — 60* — 12? 
m.ZMBN = 36? 


Luego: 
BQ = abi 


BQ= 14104245 
4 

Además: 

L=0; 


L=p410245 
2 
L=3410- 245 


Reemplazando en (1): 
BQ=(3/10-2/5) 4104248 
¿B0=345 


Clave E 


Del gráfico: OH es bisectriz del 4AOB 
O; C; Q; H colineales 

ATO.B equilátero 

TB=r 

ATQC notable 30? y 60? 

ena 2/3 

Luego, m4CBD = 30* 

CD = 1 


CD=BC/2-— /3 
co= (28 +1) /2=/3 


Dato: r=2v3 u 
CD =(4+2/3)/2-—/3 
coD=2v2 +43 
-.CD=(46 +2 )u 
Clave E 
Del gráfico: 


3(AB) = 8(PQ) ; AB = 8k; PQ = 3k; OQ =4k 
APQO <= APRO (notables de 37* y 53”) 


OP=5k > 5=5k > k=1 
mZLPQ = m40PQ — m40PL 
mZLPQ = 53? — 17? =mZLPQ = 36" 


En el APRLA (por propiedad): 
mZRPQ = 2(mRLA) 
R, Ly Q pertenecen a la circunferencia de centro P 
ALPA isósceles 
= ALPQ =— AQOB 
2a =36"* 
a =18* 
En el AAQB: 
AQ = apo 
aQ=(a8, 1104245 


aQ= 8k/10+245 
7 4 
-. AQ=24104+24/5 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


En el AABN: 

x= Lio NN Ry 2 Y3 
AB=BN=R 

Por dato: 


R= V2+43 
2+4/3(42-43)=1m 


X= 
Clave E 
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4 
Trazamos AF y FD formándose el AAFD 


equilátero. 
> m2FAD = mZADF = m4AFD = 60? 


Por dato: mAM a mMF =30* 
=AM = MF = Lio 


> ly = 41243 


Por ángulo inscrito: 
mZMAF = 15” = mZMFA = 15 


De la misma manera: m4DFN = 15? 
En el ÍAMFN ¡sósceles: 


x=012V2 =(4/2—43 )V2 =444-243 


Clave B 


36 [ Intelectum 5.? 


En la circunferencia menor: 

MmADC =2(108*) = 216" 

= mABC =360* — 216” =144* 

mZAOC = 144” (ángulo central) 

= AC = d; (diagonal de un pentágono regular) 
En la circunferencia mayor: 


MmAIC =72* => mZAO/C =72* 
AC = 05(lado de un pentágono regular) 


29. 
di =0 (61) a t6=5/10-2/5 


2 


> de = 5/5 +1) /10-24/5) 
Además: 0;= E 10-245 


También: AC = d; = 0; 
<R,= Ev +1) 
Clave D 


Por dato: 0 =3 + v/5 
Para el ABAP isósceles: n sería el lado de un 
decágono regular de radio 0s. 


on EyY5-)2 ELBÍ51) 
n= 45 +1 


Del ACBA isósceles: BC = BQ 
>0l=n+xX 
3+ 45 =(V5 +1) +x 


¿X= 


Clave D 
Según el enunciado: 


n(n-3) 4 ¡ 180*(n — 2) 
TA SN 
n-3n 1 
— 0 = (n= 2n +4) 
Reduciendo: 
(3n — 8)(n + 1) = 0(2n) 
=>3n-8=2nAn+1=0 
.n=8A0=9 
Luego, el perímetro es: 8 x 9 = 72 


Clave D 


ÁREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 40) Unidad 2 


S 
Shame = 7 = E = 18 m? 
En el AAMC: 
> 35 = 18 
S=6 
En el ANMA: 


“Sam = >= 


S 
2 


no 
Il 
w 
3 


Clave C 


4 
Spee = 1344 8 1/3 


Clave D 


Por dato: DE // AC 
Del gráfico: AABC — ADBE 
a_h ax (0) 


e 


Además: 


A 
Aapee = > (dato) 


(8 


- al 
x= E (2) 


Reemplazando (1) en (2): 


Clave B 


R 
L 


En el MABC, BH es mediatriz, entonces: 


AH =HC=BH= 5 


En el AEBD, BR es mediatriz de ED. 
Como: PQ // ED PH =HQ =a 


Luego: MBHQ —ÉxDCQ > QC = 2HQ 
> QC = 2a 


Entonces: 
HC =3a= 5 =>a= z 


Clave C 


Por dato: el circunradio mide 10 cm. 
=0A=0C=0B=10 

En el EMADO por el teorema de Pitágoras: 
10% = 8? + (OD)? 

=>0D=6 

Luego: 

6+h=10=h=4 


Por lo tanto: 


Clave D 


Por propiedad: 
M+25_3b_3 
25S5-M b 1 
M+2S=68S-—3M 
4M=4S 
=M=S 


Luego: 
Anapec = 78 —M =78 — (S) =68 
Aapge = 58 + M = 58 + (S) = 65 


. Absapec -6S _y 
“Anos 68 
Clave C 
7. 
A k=m  D ES 
Del gráfico: AAED — ADFC 
2 
- Dd, =m=Skan=3k 
Asago _ (8kY 2 
> 25 En > Arage = 64 m 
Clave D 
8 
P 
A LAS c 
Por dato: G y N son baricentros de los triángulos 
BMC y ABC, respectivamente. 
Además: Ay = 10 m? 
Del gráfico: 
3A» NN GA, 
A, =2A4 =2(10) 
.Ay=20 m? 
Clave C 
9. 
A C 
Por dato: G, y G, son los baricentros de los 
triángulos ABM y AMC, respectivamente. 
Además: A 1agc = 80 m? 
8A=80=A= 10 
+ Asomp, = 3A = 3(10) = 30 m? 
Clave B 
10. 


A 


E 
10 


Trazamos: DH 1 AC. 
=>DH=FE=a 
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Del gráfico: 

Asaso = Ánasc — Arape 
10(3+a) 10(a) 

Asago = 2 2 


-AsaBD =15 cm? 
Clave B 


Por propiedad de semejanza: 
8(4 _8 


844 3 
Por el teorema de los puntos medios: 
OT=4APM=2 
Del gráfico: 


Arpoor =Aaaoo AnapT Aatop 


12(4) 6(2) 
zo 


Anpoor = A 


2 
ee Anpootr =10m 
Clave A 
12. 


Por dato: 

Aansc =2p 

Aplicamos la fórmula de Herón: 
(2a—r) + 2a+(2a +r) 

si 2 

p=3a = 2p=6a 

/3a(3a — Za + r)(3a — 2a)(3a — 2a — r)=6a 


3a%(a + r)(a—r) =6a 
> (a+n(a-5r)=12 ..(1) 
Luego, los valores enteros que satisfacen (1) 
son:a=4pAr=2 
= Ange = 2p = 6a = 6(4) = 24 
“Anpge = 24 


Clave D 


13. 


En el cuadrilátero circunscrito AMNC por el 


38 [ Intelectum 5.? 


14. 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 42) Unidad 2 


CD Comunicación matemática 


1. 


Teorema de Pitot: CD Razonamiento y demostración 


(12 — 13k) + (13 — 12k) =5k +5 k=3 3. 
Luego: 
5k(12k 28 4 
Axuns = Si ) =30/5) = - m (1) 
Además: ExPAM — ExBNM: 
AP _ 12— 13k 
E 
Ap = 144 156k ¿A Piden: Anagc = (ABI 41) 
Pero: k = - =AP=8yAM= - Por el teorema de las secantes: 
Luego: ABÍ(r) = 10(5) > (AB)r = 50 
8 A 
Ms AL) - 4 m? (2) Reemplazando en (1): 
213 3 A - 5-95 
De (1) y (2) e e 
As A + 40 28,8 m* ia 
Bis Mn E BAPAM= 737 Pg , A 
Clave C 
6 
E 9 
¿ o En el ÉXAHM por el teorema de Pitágoras: 
AM= 43% + 4% =5 =m2MAH = 53% 
Je H_P 4 es Por la fórmula trigonométrica: 
AB.AC conrgo — (8)(10) / 4 
Por propiedad de semejanza: Aaagc = 227 senó3 > (s ) 
OP = A, 18 -Ayagc = 32 
6+9 de Clave C 
18 
5 (6) 
lH=-5 >1H=2 5 5 
1 6 4 
5 
Luego: bAPO —EMADC 
12 __AP 24 > 
CIN A AS 
5 A e —=cC 
. En el gráfico empleando la propiedad: 
Del gráfico: 
AaorL =Asapo — ÁaaLp LN ins 
18/24Y 9/24 Por dato: Saagc = 48 
Misc A 5) 4(5) 8S=48=S=6 
did 2 2 Piden: SAmNP =S 
] 81 ¿2 Same = 6 
=+AaorL= 25 Om Clave A 
Clave B 


Arc = 41.11.13.16 
4715 =44r.11.13 
45.11.13 =y/r.11.13 


r=5 


aV3 _102/3 25/3 
4 4 


Clave B 


CD Resolución de problemas 


7. 


A 
9 N 9 


G: baricentro del MABC. 
GN=3=BG=6 
GM=5=AG=10 
BN=AN =NC =9 


En el AAGN por la fórmula de Herón: 
Asacn= V11(D(8)2 =4V11 m 


Clave A 


En ell MABC: 0 + a = 902 
Trazamos: CM 1 HD y EN 1 HD 


Luego: ABC = ÍxDMC = ÉxEND (Caso ALA) 
=MD =EN =4 


Piden: 
Aso = S(HD)(EN) = 2(10)4) 
-«Anpen =20 
Clave C 


Del gráfico: 
Ay= Lam; A, = lan>A, .A,= La? 
(= 38m, A2= ¿an >A4 .A2= ¿8 MA 


2 


Dato: 
A, -Ay=48 = aómn = 192 


4 


En el DMAMD por relaciones métricas: 
mn = h?= a?(h?) = 192 
=> ah=8/3 
Reemplazando en (1): 


Asamo= ED =443 


e Asamo = 4/3 cm? 
Clave E 


Piden: SAMBN =$ 


Para la ceviana MN: 
Samna = 3S amen 


Sama = 38 


Para la mediana AN: 
Saans = Sannc = 45 
Por dato: Saagc = 64 
> 8S = 64 
.5S=8 


Clave B 


Nivel 2 (página 43) Unidad 2 


12. 


CD Comunicación matemática 
11. 


El DABCC es inscriptible 


Sea R el circunradio del AABC, entonces: 
R= (AB) (BC) 
2BF 
_ 1088 
e 2(32) 
R=17 


Luego: 


“Aspso= 4) 2-(30)(34)(32) = 136/5 


SAC — 2AraBc _ 17 
A la 


Como AD pasa por el baricentro G, entonces: 
BD=DC 0 1) 


Al trazar la altura desde D hacia AC, se forma el 


ÍXMHDC notable de 53? y 37”, entonces: 
DC=5 
=BD=5 
Como BE es bisectriz 
AE _BA _ 4K _ Ame 


ED" BD” 5Kk Aego 
Además de (1): 
Aageo = Aapec =5k 
Aaage = Ánaec = 4k 


Luego: 
Anas [El Anpec 


Aaebc = AaBeD 


Aaseo 2lAaBE 
Z] 


Anagc L<lAageD 


CD Razonamiento y demostración 


13. 


Tenemos: MOTL — ROHE: 


> E= 2 > bh=(b+n)r 


En el Dx OTL por el teorema de Pitágoras: 
b?=8l +22 b?-e=8 
> (b + r)(b — r) = 64 (1) 
Por dato: 
TB+r=8=TB=8-—r 
Del gráfico: TB =b — 8 


>8-r=b-8 
>16=b+r (2) 
En (1):b—r=4 (3) 


Resolviendo (2) y (3): b=101r=6 
Piden: 


Clave D 


Por dato: ab = 16 


Piden: 

AaorB = E «-«(1) 

Luego: AOQ - EAPHQ 
R__h 

“ a+b b 

>a+b=R 


h 
En el Dx AOQ por las relaciones métricas: 
R?= (a+ IS (3) 
Reemplazando (2) en (3): 
R?= (E5)2 8. Rh= Da 


h 72 2 
Reemplazando en (1): 
A _ 1/bay_ ba _ 16 
A A) 4 
-«Asops =4 


Clave B 
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15. 


16. 


Del gráfico: 


e EN E (00 9) 


s, = LAQ)(CD) (2k)(L) 
l 2 == 


Dividiendo (1) y (2): 


S, _ (1) 4. 
Ss (Qk1) 2 


(2) 


Clave B 


Por dato: 
S¡=5A8,=2 
Para la mediana MB en el ANMQ: 
B=A+S), ..(1) 
Para la mediana BM en el AABC: 
S,HA=B+S; ..(2) 
Reemplazando (1) en (2): 
S, +A=A+S) +Sy 

>S,=S/+8,=5+2 
S¿=7 

Clave E 


CD Resolución de problemas 


17. 


B 


yn 


E M F Cc 
a ay 2a 
e nd 


2a 


A 
H 
H 


G: baricentro del AABC 
Además: EG // AB A GF //BC 
Por dato: Appgc =72 m? 


Saa) 


2 
Piden: 


712=ah=8 


2a(h) 


Aseo == =ah=8 


-.Angop =8m 
Clave C 


40 | Intelectum 5.2 


Cr 
E 


Por dato: 

Ty ET) +TI3=1j 1) 13=6 

Luego, por la fórmula de Herón: 

A40,0,0% = 4) (1, +2 + 13) riT2Ta 
= y/6(6) =6 


De la figura: 
AB=32-2b=8=b= 12 


Luego: ÍXMPC — ÍABHC 


Por el teorema de Herón: 


a O) - Y 


Reemplazando en (1): 


-% 
ac 
Luego: 
Asucw = 3 (ox) = SÉ cm? 


Por dato: 
G;,: baricentro del AABD 


Saro Saac,D Saso,D S; 


G,: baricentro del ABDC 


e SasG,D = Sanc,0 = Sase,c =S, 


Por el teorema de bisectriz interior: 
AD_2nAD_2 
DC” 3n “DC” 3 
En el AABC, se cumple: 


381 _AD_ Si _ AD 
38, DC S, DC 
.5_2 
“3 


Nivel 3 (página 44) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


21. it 2a —1 


E 


aw Sa 

Luego: 

- A=É 

4 

+ D=12C 
Clave D ? E=5 

- E=C 

+ D=12A 

22. 
a abseng _ 41235 
: 2 4 
a 
1 (ab 41235 ) _ 11235 
126 4 
A 3 c 
ab = 63 


Sia=1 y b=63: 63<1+3 

(el triángulo no existe) 

Si a=3 y b=21: 21<3+3 

(el triángulo no existe) 
Sia=9yb=7:9-3<7<9+3;7-3<9< 
7+3,9-7<3<9+7 


CD Razonamiento y demostración 
23. 


Clave C 


Por propiedad: 

BD? = (AB)(BC) = 32(18) > BD = 24 

En el xOQ0), por el teorema de Pitágoras: 
(25-01 =(1+72+2=r=8 

Como: PB = 0/0 =r 


DP=BD-r=24-8=16 
Piden: 
A _— DP(AB) _ 16(25 +7) 
'ADPA 2 2 


AEA AxDrA = 256 m? 


Clave A 


24. 


Clave D 


Piden: 


Assoo=F(10))=5h  ..(1) 27. 
Luego: MANB —ÍxAPD (caso ALA) 
=>AN=PE=6; BN=PD=16 
Por el teorema de los puntos medios: 
BE = 2h = BN + NE 
2h=16+6 
=h=11 


Reemplazando en (1): 
Aneoo = 5(11) == 55 
-“-ÁneOD =55 m? 


Clave B 


Piden: 


Antok = 


17 


> .(1) 


Por dato: Arpog = 6 

=> - =6=a=24/3 

Por propiedad: 

Aanos = (p — a)r 

p= E O E =2/3 +46 


28. 


Entonces: 


6=(243 + 46 -243)r=r=v6 


Reemplazando en (1): 


(Y 
> =3 


A a 2 
. -Antox =3m 


=> Aatok 


Clave D 


ea 
Sea R: radio del cuadrante AOB. 
>OL=R 
En el ÉxONL por el teorema de Pitágoras: 
R=434+4? =5 
Entonces: NB = 1 
Luego: AMPL - ABPK 

3-h_h 
ME 

9-3h=4h=h= 


a Ke] 


Piden: 
Anxo = 548 )(m) = E3)(7) 


“Ages = a 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


Por propiedad: AM =AN =p 
p: semiperimetro del AABC. 
En el AABC por la fórmula de Herón: 


Anagc = VP(p — 3)(1)(2) (1) 
El área de la región triangular ABC en función 
y del exradio: 
Anage = 4(p — 3) (2) 
De (1) y (2): 
4(p - 3) = /2p(p — 3) 


16(p — 3) = 2p(p — 3) 


BM =8 — MC; BM = BT; MC = CN 
Luego: 


AT=AN 7 + (8 — MC) = 9 + MC 8p-24=p 
Entonces: 7p=24>p= A 
MC =3= CN =3;BM=5 
Ñ Reemplazando en (2): 
Por el teorema de Herón en el AABC: A 4/24 aye 12 
BP= SMS) E 2/5 dci 5 )- 7 
SA = 
Luego: MBPC — ÉxNHC: ii: 
8/5 Clave B 
BP _ BC 3 ) -8 
CA a E 
De la figura: fl 
Año = Lema) = 545 pp? 
Clave E h 
AA A c 
Por dato: 
Arge = 27 A /mn =6= mn =36 
Por propiedad: 
Anane = mncot(5-) 
Por dato: 
AC=6=2m+2=m=2 27 = 36c0t(>-) 
Luego: 3 E 
Aupa =3.(6)a =3a 0) 7 = ot) 
En el AABC por el teorema de Herón: > (5)= 532 
2 
h= L£(06BIDIA) =246 
yl -.0=106* 
Por semejanza de triángulos: 
h a ho oa a 2h Clave C 
AB AM 75 2705 
a=2(2/6)= 4/6 
5 5 
Reemplazando en (1): 
Aampa = a(4/8 ) a 12/06 


Arpsc = een == 3 (2/6) = 126 
Clave E 
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ÁREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 5. 8. 
(página 45) Unidad 2 
1. 
Datos: ay + a = 6 
Azasco =48 m? (dato) BD=8 En el sa e el eb a Pitágoras: 
28, + 25, =48 A asco = Aasco + Aran e des a ota 
>8, +S,=24 _ BD-a¡send  BD-azsen0 Luego, rica resulta ser notable de 37” y 53". 
, Á SACD > + > Axvasio = Anas + ÁnaLo 
«A AMCN = S; + S, = 24 m 
_ BD(a, + az)sen0 16 16 
Clave C Á asco = E Anagio = 7 Seng7* + 7 Senso” 
Anasco = BD - ACsen0 
2. BH= 4 Tc 86) 0 AnaBLo = E = 11,2 cm? 
=Anasco = E senó Clave C 
1 (send máximo) 
A: A -D “¿Anaco =24 m? 9. 
Del dato: h= y/(4)-9 posi 
=h=6 6. 
Á sABcD = (4 5 132 
, _ > A 10 D 
-“«Anagco = 39 m En el trapecio ABCD: 
Clave D 
(E5)1=32280=6 
3. B EA 
Trazamos EF, mediana del trapecio ABCD. 
N 
+= 1% er = (5310) <a 
h? + 25= 169 = h? = 144 
=h=12 Luego, x: mediana del trapecio AEFD. 
18 +8 qe 
A C An = ,12=19.12 -8+10 _ 
, da E 4 y e 2 ) == a 9 
Trazamos DB: ¿An =156m? -x=9m 
Como BH 11 ND > AnBEN = AnsenD Clave D Clave A 
Como AD =DC =Arago =Aageo Anas 7. 
“ Ayago = ÁsaBnH= - =9m 
Clave C 
4. B Cc 
EAU A 2 
A E D A nasco +A arce =0" +ab 
Como BC // AE > Arnog = Arcor Del AAFC, por el Teorema de Pitágoras: 
Como BCDE es un paralelogramo: a +b?= (0 me 
> Aagce = ÁaceD Cuna 
PA A Del ¡AFCD, por el Teorema de Ptolomeo: Trazamos: MN 1 BD 
EROS k.cV2 =a.c+bc =kV2 =a+b Del ÍAXMNR es notable de 45: 
e A Elevando al cuadrado: MN =1=0C=2,A0=2,0P=2 
Además: 

2 (/2)=2+b?+2ab Luego: NO=3 => NB =3 
4.4=2.A>=A=8m —— BDNAC 19Na 
>Annmco=4+2+4+8+6 2 = 20? + 2ab A: Y Lol A ) 
-Anasco =24 m k?=0c*+ab o: 

“+ Anasco + Acarcs =0% +b* =k" edo A 
Clave A Clave A Clave A 


42 [ Intelectum 5.2 


13. 


Por dato: 
Arasco = K = (r + b)(r + a) 


Luego: 
Del ADC por el teorema de Pitágoras: 
(a+ b)?= (b+ py? + (a+ py? 


al + 2ab + bb? + 2br +12 + a? + 2ar + 1 


2ab =21(a +b) +21 
> ab =r(a +b) +1 
Piden: Azairo =ab 
Del dato: rl” + (a + b)r + ab =k 
b 
a 


3 
Del gráfico: LADF — Ex CGF 
>b-6-3 

a 2 1 
>b=3k a=k 


Del px ADF (por Pitágoras): 
b? = (6 — a)? + 6? 

(3k)? = (6 — k)? + 36 

Luego: 

8k? + 12k -72=0 

2k? + 3k — 18=0 


>k==3 LE 
Piden: A DAECF 2b == 6k 


-34+y1 
«Aspect = (28) m' 


m=+n D 


Por dato: ABCD es un trapecio. 
Piden: 


1 
Asagco = 7 (BC +AD)h  ..(1) 
Prolongamos: AB y DC 


Entonces: AFBC es isósceles. 
=BF=BC=n 


Clave A 


Clave B 


También: AFAD es isósceles. 
=>AF=AD=m=+n 
Reemplazando en (1): 


1 
Anaco = zN +m>+n)h 


m+2n 
| > p 


Clave C 


14. 


Del gráfico: 
(a + py 42 =6 
>a+b=642 
A+ pg? 
Elevando (1) al cuadrado: 
al + 2ab +b?=72 
(64) + 2ab=72=ab=4 
¿AD =ab=4 m 


(2) 


Clave D 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 47) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. Del enunciado: 


Axasco =PT Y Anerca =3r 
Axasco — P 

=> PE =£=09 
AnerGA 3 

p=27 

15+-11+4124b _ 97 

BATA - 

38 +b=54 
b=16 


CD Razonamiento y demostración 


Por dato: (AL)[[OC) = 16 cm? 
= (m +n)(r) = 16 
Piden: 


Ssomb. = Sato + ShorP == +57 


rom, nr 
2 


Ssomb. = 5(m +n) = A =8 


“Ssomp. = 8 cm? 


Clave D 


> (b)(h;) =8 


_ b(hi +h,) 
e E 


Restando (1) y (2): 

bh 
A, A, = EN = -- 4 
Ay Ay =4 cm? 


Clave B 


Por dato: ABLN es un cuadrado 
= NL = AB = 4k 


En el Íx APC por relaciones métricas: 
PB? = (ABIBC) =(243) = (4k)(3k) 
12 = 12k 
>k=1 


Piden: 
Acre = (4k)? = 16k? = 16(1)? 
-ASABLN = 16 cm? 


Clave C 


En el ÉMOHE por el teorema de Pitágoras: 
EH =4 


Luego: 
e CABICAR) as (4108) =t6 cm? 
hs (Cay) 0) A 
Piden: 

As +A) =16+4 


De As + A, = 20 cm? 
Clave A 
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En el EMADC por relaciones métricas: 
ab = (AC)(ED) = (10)(4) 


CD Resolución de problemas 


7. Piden: 
Arageo = 2b = (10)(4) 
A DABCD 40 


Clave D 


Nivel 2 (página 48) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


Por dato: ABCD es un romboide. 
Además: OE =2 1 OP =3 
Trazamos: MD // PQ = MD =6 
Piden: Azasco = (6/2 N4) = 24 4/2 


Clave E 


En el ARCO por el teorema de Pitágoras: 
CR=avV5 
Piden: Apors = S(PR)(OS) = 52045 )Qa) 


APQRS = 2a? /5 


Como IMNPQ es un paralelogramo, luego: 


ls e 


Anasco = 2Aomnea 
Clave C Anasco = 2(2B + 2C + 2D + 2E) 


Axasco = 4(B + G + D AE E) 
LF 
Anasco = 2AnmNpa 
Anaco = AB+C+D+E) > 4(B +D) 


IL Y 


Pomeo —p+C+D+E 


ATL B+C+D+E 


A-2C-2E=B+D 
A+B+D_Cc4E 
2 


Por dato: 

2a+2b=32=a+b=16 (1) 
En el DMAOB por el teorema de Pitágoras: 
b?=a+82=b?-— al =64 
(b+alb-a)=64>b-a=4 ..(2) 
Luego de (1) y (2):a=6 n b=10 


Piden: Avagco = 7 (BDJAC) 


CD Razonamiento y demostración 


:Agasco => (16)(12) =96 
Clave C 


Del gráfico: hAQB = ExCPD (caso ALA) 
Además: APD — ÉxDPC 


> 1 MA m4 /3m-1=0 
/7-43 
2 


=m= 


Del gráfico: 4 BGA =Íx DEC (caso ALA) En el ÉMADC por relaciones métricas: 


2 2 
Además: ÍyCED —Íx DEA 1= LL 4+L 24-44 
AR Ar R?r 
4 _6+m 


> 4 R? + 1? =4R 2? (1) 
16 =m(6 + m) =m =2 Luego, del ADC, por Pitágoras: 
Entonces: AC =6 +2m = 6 + 2(2) = 10 ar? 4r?=(/7Y 


44 | Intelectum 5.2 


> e? + ? = L 
Reemplazando en (1): 
LAR 7 = 1687 
> /7 =4Rr 
Piden: A=asco = (2R)(2r) = 4Rr 


-Arasco = V7 


Del gráfico: 
Por el teorema de Pitágoras en el p4OES: 
R?=(R— 2) + (4) 
R?=R?-4R+20>R=5 
Por el teorema de Pitágoras en el XBHO: 
BH= 4/21 =BK=3+ 21 
Piden: 

Azscok = (TH)BK) = (R — 2)(BK) 
“Aogcok=3(3 +421) 


Clave B 


En el ADPA por el teorema de la mediana: 
2 
2(2a)? + (e =13? 49 


102? = 250 
=>a=5 
Por el teorema de Herón en el ADPA: 


h= O (16(3)7)(6) 


p= 12/14 
5 
* Se debe pedir: 


Aagco = (DA)h = (2a)h 
>A agco =2 (5244) 


27 A.A8CD =24 /14 


Clave B 


Del gráfico: ABCD es un paralelogramo. 


Además: BC divide a BECD en dos triángulos PR=9>PL=34V3 
congruentes. Luego, en el XIPR: m < RIP = 30? 
También: ABD = ÍXCDB (caso LAL) >IP=9/3 
33A +24 =10 Piden: 
Ae Apio = (ILIPH) = (93 +34/3)3 
Piden: ea AbiLo =36 Y/3 
AscoH = 10 + 2A = 10 + 2(2) 
-. Agcoh = 14 m? Clave A 
20. 
Clave C 23. 
CD Resolución de problemas 
17. 
Del gráfico 
Del aráfico: AABR= AFBC (caso LAL) 
RA =FC=AR=8 
N: baricentro del AABC E o 
Ñ Además: el MOBRC es inscriptible. 
Q: baricentro del AADC mzCOR = mCBR = 90* 
Luego: ANMQ — AAMD >AD = 15 El da 
Entonces: 1 o 
A = H(FC)(AR)sen90 
AC=24 1 BD=18 arro = JÍECHAR) 
1 
24(18 Aero = 7 (8)(8)(1) = 32 
-Aongco = e ) =216 2 
Clave E | 24. 
Clave B 
Nivel 3 (página 48) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
21. B 
13 
Na c 
24 < 
18 
A 3 D 
Del enunciado: 
A — absenó 
Se deduce que PQRS es un cuadrado. DABCD 2 
En el So Do la ed de cosenos: 2x8 /290 = ab( 164290 ) 
a? =b? + b? — 2b%08150" 609 doña 
a? =2b* + 2b*cos30" 
al =b%2 + 4/3) axb=609=3x7x29  3x203x 
Piden: a 71X87x 25 
Acpors = 9 =b(2 + 4/3) 21 x29v 
SEND Se debe cumplir: p <a +b<2p 
47<a+b<94 
Como mZBAD > mZADC, entonces: 
a=21Ab=29 
Del gráfico: 
3a =90 => a = 30 
Luego, por propiedad: 
mZARL + 4a = 180? 
= mZARL = 180? — 4(30%) = 60? 
Entonces: Se observa que: B=C 
mZARL = mZRLP = 60* (ángulos alternos A 3bh AE h(3b) JA=E 
internos). 2 2 
GEOMETRÍA - 


Del ÍARPL (notable de 30 y 600). 


Como 2C=DyE=D+-C, entonces: 
E=3C>2C 

Como D =2C, entonces: 

D>C 

ComoB =CyE=23C entonces: 
3C>C 

E>B 


CD Razonamiento y demostración 


A 


Clave D 


Ar — =2A> kh=4A 


Aames -— 


4A 


kh => Aames 


Por dato: A,ypors = 12 
> 6A +2B = 12 
-.34+B=6 cm? 
Clave C 


Del gráfico: 
Samm= 2 =8 =bk=28 
AABMT "9 TOR 


k(2b 
Shusc 0) 
Piden: 
Srotar _ (2b)(3k) _ 6(bk) _ 6(25) 
as “BS 58 


bk =2S 


SSom. 5S 


a Srotal E 12 
e SSom. 5 


5S 
Clave D 


SOLUCIONARIO UNIDAD 2 [ 45 


26. Por dato: 
m 


m 
b 112% b 
Entonces: bH = (112%b)h 
>h= 2H 
1 28 


Sea x: el porcentaje en que disminuye la altura. 


=x= (2) 100% -| E 


28 
H H Jos 


x= Do S 103% 


Clave E 


CD Resolución de problemas 


Por el teorema de Pitot: 
9+6=5+AD 
=AD=10 


Área del cuadrilátero bicéntrico ABCD: 


Aj = 6519/10) =304/3 
Área del cuadrilátero circunscrito ABCD: 


he AA -15 


Ansco =pr=> 3043 = (15) r 
r=24/3 


Clave D 
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28. 


El cuadrado menor está centrado en forma 
simétrica en el cuadrado mayor. 


2A+4= L00/2X(4/2) 


2 
5+4=4x=x=4:42/2 


Pero: x<AM=x<4 


x=(4-2/2)m 
Clave E 


Trazamos: la mediana MN del ÉXMAMO. 
=>MN =AN = NO = 1 

Luego, el ÍÁNOE resulta notable de 45”. 
=NE = /2 


Del gráfico: el triángulo MNE cumple el teorema 
de Pitágoras: 

(MEy? = (MN)? + (NE)? =m.MNE = 90? 

>20 =45% A 0 =45* 


Piden: 
Asacso =Anaoc +AacoB 


= A enzo | sen0 


A nacso 2x2) 


Anacgo= 2sen45” + 2sen45” = 4sen45” 


03 A anacgo= 42) NN 2/2 
Clave B 


Del gráfico: 
Del MACO (notable de 30* y 60?) 
00 - = OM 
Además: 

_RA/RI_ZR _RY3 
h=3 2(2)=3 AUN SE 


Acne = (AB + MN)h 


Piden: 
A EE 
+ + ÍADANMB — 16 
Clave C 


ÁREAS DE REGIONES CIRCULARES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 50) Unidad 2 
1. 


Por dato: 
A; NA, = 1007 m? 
A, UA) = 4001 m? 


Entonces: (Ay — 100x) + A, = 4001 
A, +A) = 5001 
AR? +1? = 5001 
AR? =250m 
.R=54v/10m 


Por dato: 1R? — nr? = nr 


_R? 
LS 


2 


ENS 


RY/2. 
2 


Del gráfico: 


240 2 
TEXCAD? MX 
360 8 sl 
Además: 
s5=/Ess=E fa 


S= 


Igualando (1) en (2): 


2 
TX = E 
A a 


SeaA: el área de la región sombreada. 
Entonces: 
A= AsaBc —Ao 


TR260* 


A= 


ar 


2 
A= ES nr 1) 


Del gráfico: 


2 
F=R=2= - (2) 
Reemplazando (2) en (1): 
- IR _AR 
E 


op TRE 
-.A= 18 
Clave A 


Clave B 


Del gráfico: a +6 =60* 


Luego: 

Asomb. = Agaom + Amon + Á2noB 

_ (2/3 Ya (6/3) 
3607 : 2 i 

Asomo, = gala +0) +34/3 


n(2/3Y8 
360” 


Asomb. 


Asomb. = pr (60) +3/3 =2n +343 


“Asomp, = (21 + 3/3) cm? 
Clave E 


Clave C 


Del gráfico: 

A= AGDAE =— Anagc a 2Aouce 

A= "Gay (60) _ (22 /3 q He (1207) 
360" 4 3607 


_ 32m 2 2207 
A= LL -a Y3 3 


:.A= ión 6/3) 


Clave B 


Clave C 


Del gráfico: 
A=Anaos — Aanes — Ánnop 


_m(2+242) nm(2/2) 135 2(2) 


dl 4 360* 2 


>A=1n(1+24/2 +2) -3n -2 


.A=2(n4V2 —1) 
Clave B 
8. S=Sgasco- Smaoc 
2 Mn(2Y 
ET 
“.S=4-8 
Clave A 


Del gráfico, se deduce que el [MOMN es notable 
de 30* y 60”. 


Luego: A=Aaon —Aname — Ánomn 


a 2(4/3)60 _m(2/3) _ (2/3)6 
360" 4 2 


A=8n-3n- 6/3 =5n- 643 
:.A=(5n — 6/3 ) cm? 


Clave A 


Sea A el área de la región sombreada: 
=>A=A5 AL 
A=6 (12) — so 
A=72-— 18n 
.A=18(4 — n) 
Clave B 


S = SmaBo — SaBaD 


2 
SÓABD = la ) = 4n m? 


Sagan ==7 =8m 
=>S=4n-8 
28 =8(n — 2) m? 
Clave A 
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12. Trasladando áreas: 


13. 


D 


_ 2r(2r) (27 5) 
AS 4 3 


14. 5 45" 


so VA 
1-4 


Del gráfico: 

_1R 45 R? ó 
S¡= 360 > sen45 
TR R?/2 
8 4 


S;, = 


Luego: 

A=Aanoc — S1 — Ánaoc 

A 1R%135" e Ra) _ 
360* 8 4 


Am MR _ MR _ HR 


8 8 4 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 52) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


4. Aanco RA 
Acas = 57 


os 


2 
slo? = 641 


48 [ Intelectum 5.2 


= 811 


A+B =64n + 811 =| 145] 


3. |. Cumple la definición. 7. 


II. No cumple la definición. 
1II. Tiene un lado convexo. 


2 2 2 
Tf3 = Ty + TU 


>2(A5) = (8) + (12) 


-. Az=10m? 
Clave B 


IV. Una curva es elíptica. V 
Clave B 
Clave B 
CD Razonamiento y demostración 
4. Al trasladar el área del semicírculo menor, el 
área sombreada es equivalente a la región del 
semicírculo mayor. 
2 
Entonces: Asomb. = 2er =32n 
Clave E 
CD Resolución de problemas 
Del gráfico: Asomp. + Aongm = A ae 8. Del problema se tiene que: 
a $ A/=A 1 r¡=r s(1) 
m(4/3)60' _ (8/3 A,=24 A r=1+(42 -1) 2) 
Asomb. + 360” 4 2 e 
De (1): A= 185 
=1 
de bi nía =ñ De (2): 2A=1(1+ V2 -1) 
Mao > 2n0) =0(r+ V2 1) 
Clave B 2%) =5 +2042 - 1) + (42 -1) 
242 -1)-(3-24/2)=0 
5. r Sa + (3 2/2) 
r 1 
Clave B or=-(3-2/2)nr=1 
Como: r=-3 +22 <0 (no cumple) 
ps 
Clave C 
Del gráfico: A 
Ar =Anagc — AaBar " A 
a 2) NAS a 
ó 2 360" 2 
As =Aagao — ÁaaeD 
_a(2 245 (242) 5 
hs 35 2 2 qe p 
a, Del gráfico: DB = av2 
Piden: 
A a+n=a/V2 =»n=a(v/2 — 1) 
j Luego: 
Sivad Asomb. = AU — Az — Ánopga 
2 (2n)J(n 
25 le poa a 
22 a o 
> pati E 10) 
de P 2 2 
Clave D WA) Asomo = 4a A -a2(3-24/2) 
8/2 -8- El 2 
2 ÓN = PES a 
Por dato: Ay =4=> TL =4> nr? =8 dd 4 
: 2 Clave E 
mm 2 Q 
A, 6 > 6 Tr 12 10. Ñ 
En el IxMNP por el teorema de Pitágoras: 
(219) = (21, + (217)? A 
20,2 2 A 
Arz =4ry + 4r) 3 
2 2 2 LES 
13=6 +1 B 5 Cc 


EI EABAC es notable de 37” y 53? 


Del gráfico: la m4BAQ = 90? = QB es diámetro. 


En el MQAB: 
AB=3k=4=3k = k= 


4 
3 
R 


QB =5k > 2R s(5) 


(3) 
Piden: 
A¿=1R?= n(2) 


11. 


Clave D 


En el EOHD por el teorema de Pitágoras: 


R=r +4 
>R-A=16 
Piden: 


Asomb, = TR? — nr? 
> Asomb, = UR? — 1%) = (16) 
Asomp, = 16r m? 


Nivel 2 (página 53) Unidad 2 
CD Comunicación Matemática 
12. Anpge = Ay — Ag|</As 

Añaso|= JA; +A) 

Ay =A; +A, +Ag[>]A, +Az 


A+B+C4D= [e 


CD Razonamiento y demostración 
14. B 


Del gráfico: 
Asomb, FA= AR? «.-(1) 
Además: A=A¡¿—4A, 


A= (RP a 18) 


A=4R? — 1R? 
Reemplazando en (1): 
Asomp, + (4R? — 1R2) = 1R? 
Asomp = 21R? — 4R? 
+. Asomp =2R(r — 2) 


16. 


Clave E 


17. 


Clave C 


Del gráfico: 
El AOO4F es equilátero. 
> mOF =60* => m2FOB = 30" 


El AAOF es isósceles => mZAFO = 15? 
También: el AEO4F es isósceles. 


18. 
Además: m4EOyF = 90? 
=m2Z0/,EF = 45% 
Del [MOHF notable de 30* y 60”: R = 4 
Piden: 
Asomb. = Amer = Apeoyr = ÁnEoyF 
A ARO RA n(4) (4) 
E E 4 2 
Asomb. = 41. — 8 
Clave E 
19. 
Del gráfico: 
Ay = Ri; A, =m(R5— Ri); Ay =(R5—RÍ) 
Por dato: Ay =A) =Az 
Primero: 
Ay =A¿> TRÍ= T(R5—Rf) 
Rí =R¿—R? 
2Rf=R5 0) 
Luego: 
Az =Ay > T(R3— Ri)= T(R3 — R3) 
2R3—Rí =Rí 
2(2Rf) —Ri =Ri 
3R?=Rí (2) 
De (1) y (2) se deduce: 20. 
2 2 
E, 
MES 23 
Ro _ Ra 
Ri==%=>%2 
E 


Por dato: Ay = 10 2 A) = 18 
Por propiedad de lúnulas: 


Arasc =Ay +A) 
=Anage = (10) + (18) = 28 


Del gráfico: 


A,+A, +Anage =40 
A, +A, + (28) =40 
A¿+A,/=12 m* 


CD Resolución de problemas 


Clave C 


Del gráfico: 


Asomb. = An = 4An 


2 
Asomo (47 ALLE) =16 4 


 Asomb= (16 — 41) m 


Del gráfico: 
a H/2)'60 q 2 


360" A 


Luego: 
Asomb. = Aa — 3A 


Asomb. = (2/3) = 35) 
“Asom =2V3 —1 


Por dato: AC = 20 y AB = 16 


Clave D 


Clave C 


Sea el área del triángulo equilátero 0,0703: Az 


pj= 242ÍdS A, =2/3 


Clave E 


Entonces en el ÍMABC por el teorema de 


Pitágoras: BC = 12 


Del gráfico: 

A/+S, +A7= o =32m .. 
2 

A), + S) + Az= no) = 18n 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 2 l 49 


S, +A, +S,= OS =98 (3) 


Sumando (1) y (2), luego restando (3): 
Ay + A), + Az = 50n — 96 
-«Asomp. = (501 — 96) m? 
Clave A 


Nivel 3 (página 54) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


21. 


De la figura: O = 120? 


Il. (V) 


Por propiedad 
mZABE = mZFBC =40* 


Del enunciado: Auro = LT R? 


360 
32n = ZE? 
R?= 144 
R=12 
Luego: Augor = (122 


Aggor = 361 


CD Razonamiento y demostración 


23. 


Por dato: ABCD es un cuadrado 
Por presentar simetría: A= S 


2 
:(5) 
> Asomb. = An = 2 
2 
-Asomb. = q 


Clave E 


50 [ Intelectum 5.? 


24. 


25. 


Considerar el siguiente gráfico: 


Piden: Asomb. = meto? = ñé) 


(1) 
Trazamos OH _ AE, entonces: 
DH=HC=b MAH = HE 


Por propiedad: 
(AB) = (ADJ(AC) 
(2R)? = (a)ía + 2b 
= a(a + 2b) =4R 


En el AEOC por el teorema de Euclides: 
tó = Y ++ 2(a)(b) 
13 —rí =al+2ab 


> 1 —r? =a(a +2b) 


De (2) y (3): 13 — r? =4R? 


Reemplazando en (1): Asomp. = (ar?) 
E 


Clave C 


En el AAO;0, por el teorema de Herón: 
R+r+R-r4R_3R 


2 2 
2 


OS =R+r) 
2 
Reduciendo se tiene: 1? = 3R? 


p 


16 
Luego: 
EROS 60"T1R? _ R2sen60* 
LADO 360" 2 
PO ¡E 
ADO 6 4 
ds TR (120%) _ 1? 
<IDOB — 360* =>3 
Del gráfico: 


AóD0s =Azxno +Asomb. + Ay 


2 2 2 
ds a ES R E + Asomo, + 71 
TR, RY3 R, 
A 


2 
Acomb. = 12/38 1) 
Clave C 


26. 


Del gráfico: 

_ 12120 _ HR? 
A/+A= 0 3 A) 
En el triángulo A, la altura es la mitad de la longi- 
tud de LM. 
Por polígonos regulares: 


LM=07=RV2-4V3 =hp= 


La base del triángulo A es igual a: 


Entonces: m=apy) = - 2443 
Luego: A= (m + Ana 


A= 75/2413 +5v/2 13)312 NE 


2 
A= 8 43) 
Reemplazando en (1): 


R? (3-43) 
8 


2 
a = E 


Por dato: R= 2/6. 
Ap=8n+34/3 -9 
Clave E 


CD Resolución de problemas 


27. 


Del gráfico: los cuatro segmentos circulares que 
se forman tienen la misma área. 


A S0T(RY  R?senso- 


SS 360" 2 
Sa -TR_ZRYS 
2.6 4 
Luego: 


Asomb. = HA) + 2(A a equitátero) 


2 2 2 
Asomb.=4 ES 13), 2[R 13) 


2 
= Aron. = E=l4n — 3/3) 


Por dato: R = 1,25 


Aso = 128 4,14) - 8173) 


-Asom, = 1,92 


28. 


A B 


E u3 30% 

6 > 602160", - E 
>- 

6 ONO 


Del gráfico: 
El RLOPB resulta ser notable de 30? y 60? 
Luego: 


Asomb. = Alas ES Aa 


_[c120')(6  6*sent20"] , m(6Y 
Asomb. 360" $] da 2 


Asomp. = (121 — 943) + 181 
Asomp, = 301. — 943 


29. 


El área sobrante (A) es igual a: 
A=x(3r? — a(r)? 
A=9nr? — ar? =8nr? 


Luego: 


Entonces: 


Clave C 


Clave D 


Clave C 


30. 


Por dato: 
TR? =78,5 1 nr? =28,26 


En el IMOHB por el teorema de Pitágoras: 


R=P+ (28) 


Luego: 
(AB) =4(R? — 1) 
TAB)? =4(nR? — nr?) 


Entonces: 

2_4 a _ 4(50,24) 
(AB)” = q 085 28,26) = (3,14) 
(AB)? =64 
-.AB =8m 


MARATÓN MATEMÁTICA (página 55) Unidad 2 
1. Graficamos el AABC y ubicamos su incentro (l) y circuncentro (O). 


Vemos que OQ es mediatriz de AC y BQ a la bisectriz del ZABC. 
= mAQ =mBC y AH=HC >= Q esel circuncentro del AAIC. 


Además B, | y Q son colineales. 
En el ABOQ aplicamos el teorema de Steward: 
142(b) + 142(a) =x?(a + b) + ab(a +b) 
14a +b)=(a+ b)0é + ab); (dato: ab = 171) 
142=x2 + 171 
4 x=9:M 


2. Graficamos TQ // G,Gz QR // G¿G3; SR //G¿G4 y TS //G¡Ga. 


Clave D 


Clave E 
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Dado que G+; G»; Gz y G4 son baricentros, entonces el cuadrilátero G¿G7G3G4 
es un paralelogramo y sus lados son paralelos a las diagonales AC y BD. 


2. BH; _ 2a, CH> _ 2b, DH; _ 3c, AHa¿ _ 2d 
Además: HP a HP DD HP cc HP d 
Del dato: An1620364 =2 cm? 
(a + oJ(b + d) =2 cm? (M 


En el cuadrilátero TQRS: 
AorTors = (3a + 3c)(3b + 3d) 
= Q(a + c)(b + d) 
Reemplazando de (1): 
Aorars = A2 cm”) = Aprars = 18 cm” 


Clave A 


3. Hallamos los puntos simétricos A', B' y C' con respecto a B, C y A, 
respectivamente, generándose el AA'B'C'; vemos que los puntos A, B y C son 


los puntos medios de CC', AA' y BB' respectivamente. 


7 
Ss 
are 
Y v 
* 1 
O e 
d 1 
ya ,* 
COHO 
$ 2) 3 
e J ps 
- 
EA , 4 1 
le 10) 
- 
pr t S 
Ci -eEn--- = Ca 
ra ¡S)5 'OD y 
=-A e e ME 
A Vx 


Denominamos: Arage =$ 
Por propiedad: Ayagc =A acga=Aacas=Anarc =$ (etc.) 
Del gráfico: Ay pc: =78 


Clave C 


4. Graficamos el AABC y trazamos MN de tal modo que 2p AABC= 2POMNCA: 


Reemplazamos: 14 -x+a+b=b+24-a+15 
2a=25 +2x 


a= - (25 +2x) (0 


Luego, vemos que: Aragc = 2Aagmn 
3 (14)24)50n0 E 2(7)a(14 — x]sen0 
Reemplazamos de (1): 24(14) = (2x + 25)(14 — x) 
28x — 2x? + 25(14) — 25x = 24(14) 
2é-3x-14=0 
(2x — 7)(x +2) =0 


7 
= 
2 
Clave B 
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5. Graficamos el AABC y trazamos las alturas de los triángulos EBF y LFC y los 
denominamos a y b respectivamente; además a+b=h. ... (a) 


Luego, como el cuadrilátero AEFL es un paralelogramos entonces: AEBF — ALFC 


Calculamos las áreas de los triángulos EBF y LFC. 


SE (ala dy $ 3(bk)o 
S; = ds A s,=0%% 
al o 


Luego, en el triángulo ABC: 
S=H(ak +bigh (S=A apo) 


Ml 
S= Ka +b)h 


Reemplazando de (0): 


= Xp? 
S= kh 


n=,/2 /3 


Finalmente, reemplazamos (I1) y (1) en (a): 
h=a+b 


VS =/S, + /S2 => Sarge = VS aeer + VS atre 


0) 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 


C Unidad3_) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 4. Por Pitágoras: (EH)? = (EB)? + (BH)? 
a . 2 
(página 58) Unidad 3 (EN? =17+ (38) EH 431 
4. 2 2 
Piden el área del AAEC: 
EEN 
En _ (ACIEH) _ 2 )_ 3431 
AAEC 
2 2 4 
A ES 3431 cm? 
Del IACBP notable de 30* y 60”: BP =5 “PAAEC 4 
des Clave E 
En el ÍMPBA por el teorema de Pitágoras: 
Por OS métricas: BA = 12 7. Pordato: AB=AC=AD=6 
a E (amy = (10X6) (1) En el IMABC por el teorema de Pitágoras: 
Ñ nda Ñ 2 =12+(5/3)=144 +75 
En el IMMAC: q 
2 2 =x =219 
(AM)” = (MC)(MQ) = (AM)” = (5 + QO)(5) ...(2) 
“X= 4219 
De (1) y (2): Abla 
(10)(6) = (5 + QC)(5) did 
12=5+0C 
-.Q0=7 i 
ME El triángulo DBC resulta equilátero: 
Clave C BD=BC=DC=6YV2 
S En el AATD: AT=34/2 
B 
2/6 
64 0) 
16 
Se forma el 4 GPF. L 
A T 
Por Pitágoras: 
y Por relaciones métricas en el ABAT: 
En el ÍXPAM por el teorema de Pitágoras: 
272 ñ 7 ñ BO=246 AO0T=yV6 
x= 104 240 = 625 e Elx BHO — Ex BAT 
.x=25 A x=24/2 cm 
Clave E =P Clave D 
3. (Fo? - (GP? ES (PE) 8. Por dato: MN = 1 
(Fo)”=(8)* + (15) 
(FG)? = 289 
-.FG=17 cm 
Clave E 
6. 
Por el teorema de las tres perpendiculares: E 
CH AB Sea: AC = 4a = AM =MC =2a ABN =ND = 2a 
Sea: CH = 5h Í El 4AHM: notable de 30? y 60? = MH =aV/3' 
Por dato: Anne = 30 A Ga ge En el _4NBH por Pitágoras: 
NE 14) NH =/13a 
Entonces: sus 
(AB)(5h) 3 En el 4 MHN por Pitágoras: 
3 =30>(ABJh) = 12 Por dato el AABC es equilátero y el diámetro de (MH)? + (HN)? = 12 
se cel mide 4/12 =24/3 > el radio: (a/3 y pr (V13a) > 
Aracn = ASen) = 2(AB)(h) Por polígonos regulares: 162?=1=2a=1 
AG=RY3=(43)43 =3= ACES ' A 
> Anacs =2(12) En el BHC (30* y 60"): BH = 343 Piden: AC=4a =4(+) =1 
SA =24 AC 
AAGB Por el teorema de las 3 perpendiculares: -.AC=1 cm 
Clave E EH 1 AC Clave B 
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== 


9. Pordato: AC=AB=BC=L A 2AM=L 


AAC notable de 30” y 60” = AH = EEE 
Por Pitágoras en el 4 MAH: 
(MA)? + (AH)? = (MH)? 
2 2 
(5) +(L43) = (MH)? => MH =L 
Piden el área del ABMC: 
Aso — AMH)(BC) _ (LIL) _ E 
ABMC 2 2 


2 
Clave A 
10. 
En el 4APP, por Pitágoras: 
(AP) = (AH)? + (PH) 
13? = (AH)? + 12 
25 =(AH? =>AH=5 
En el 4ANMH por Pitágoras: 
(AM)? + (MH)? = (AH)? 
44 x=? 
x=9 
.x=3cm 
Clave C 
11. 


Por el teorema de las 3 perpendiculares: 
FP = MG 


54 l Intelectum 5.2 


En el 4FHP, por Pitágoras: 
(FP)? =(FH)? + (HP)? 


e = (2) + (1) 


2- 169 3,13 
x= 25 =>Xx= 5 
x=2,6 


Clave A 


13. 


Escogemos el plano Q de modo que: 

La proyección de BC es B. 

La proyección de DA es DA'. 

Entonces la mínima distancia entre BC y DA 
será la misma entre DA! y B. 


En el ABAA de 30" y 60*: 
AB= 34T 


Por relaciones métricas en el 4DBA:: 
LV. A 1 
2 74 2 
Xx (v/21) (3/7 ) 
2 


-.x=3 cm 
Clave B 


Trazamos una paralela a DA que pase por C. 
El ángulo formado por DA y BC es el mismo 
formado por D'C y BC. 


Por Pitágoras: 
- 2/7 
D'H= 7 


EXA 
e 


tana. = 


NES 


> tana =Y/7 =>0=arctanvV7 


Clave B 
14. 
En el 4AHF, por Pitágoras: 
(AH)? + (HF)? = (AF)? 
5 + (HF)? = 13? 
HF? = 144 
HF = 12 
En el 4MFEF, por Pitágoras: 
(MH)? + (HF)? = (MF)? 
324122 =x? 
153 = 
2.x=3V17 
Clave C 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 60) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
1. 
2. |. (F) porque está incluido en varios planos. 


II. (F) porque un punto pertenece al plano. 


III. (F) porque pertenece tanto como para una 
como para todas las rectas. 

IV. (F) porque por una recta pasan infinitos 
planos y por definición de planos se 
necesitan dos rectas. 


CD Razonamiento y demostración 


3. 
A 
13 12 
O 
127 
BC: Proyección de AB sobre el plano P. 
Por el teorema de Pitágoras: 
(BC)? + 122 =13? = BC=5 
Clave A 
4. 


Por propiedad: 
AN=NC=ND=3yv/2 
En el trapecio AEFC: 


_2+4_ 
MN==2 =3 


En el 4MND: 
x=(3 +(342 y 
x=34/3 


Clave E 


En el ABCM: 
BM=5 
Enel 4FBM: 
*=12 +5 
x=13 
Clave E 


CD Resolución de problemas 


6. 


Del gráfico: 
NB: proyección de AB sobre el plano Q. 
Por dato: AN=4 A AB=5 
Piden: BN = x 
En el DMANB por el teorema de Pitágoras: 
+44 = 5 

X=9 


-x=3m 
Clave C 


Por propiedad: 
BM=AM = MC =6 
En el _4PBM, por Pitágoras: 
x=10 
Clave D 


En el AAQB equilátero: 
0H= /3 

En el 4QHM: 

(2 + (13) = (Qu)? 


QM= /7 
Clave C 


Por el teorema de las 3 perpendiculares: 
QB plano ABC] — — 

da de E QH LAC 
BH1AC 

Por propiedad: 

BH =AH = HC =3 

En el 4QBH: 

QH=5 

Por lo tanto: 


Anaco = 3 (65) =15 am. 
¡ave 


Clave D 


Nivel 2 (página 61) Unidad 3 


CD Comunicación matemática 
11. |. (F) varía entre 0? y 360”. 


II. (F) varía entre 180? y 540*. 

111. (F) por 2 semiplanos. 

IV. (F) porque es menor a la suma de las otras 
caras. 


12. 1. (F 
IL (V 
IM. (E 
IV. (F 


porque si fueran paralelas. 

son colineales. 

porque por dos puntos pasan infinitos planos. 
si fuesen colineales pasan infinitos planos. 


=== 


CD Razonamiento y demostración 


13. 
Por propiedad: 
AM=MC =BM=9 
G es baricentro: 
=BG=6AGM=3 
En el ÁBGF: 
x= 10? - 6? 
x=8 
Clave C 
14. 
Trazamos OL 1 AB 
=>AL=LB=3 
Por el teorema de las 3 perpendiculares: 
PO LPlano0CB ])__. 
OL LAB PL 1AB 
mZAOL = 37? =0OL=4 
En el 4POL isósceles: PL =44/2 
ps 5 (04/2 =12/2 
Clave A 
CD Resolución de problemas 
15. 
n En el ABGH: 
BH 
C = Bn 
Ak BG > 
3k => 0 =60* 
B M 
3k 
A 
Clave A 
16. 
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En el 4QHC: 
QH=V3 A HC=3 
En el 40HB: 
BH=1 


En el 4HBC por Pitágoras: 
BC= 43-12 =2/2 
-Acasco = 2(24/2) = 4/2 
Clave A 


17. 


Trazamos CO, CO =243 
(O: centro de la semicircunferencia) 
Teorema de las tres perpendiculares: 


PHIABCI1= == 
ño 1 00 | POL 00 


AO=0B=PO=2 
POC: teorema de Pitágoras 
x*=(2/3)+2% => x=4 

Clave E 


18. 


Por dato: EM // plano ABC 
=> EC =MN 
En el trapecio ADFB: 


= 147 4 


RE 


Clave E 


19. 


En el ÁBAC, por el teorema de Poncelet: 
6+8=10+2r 
L=Z 


En el A IDC: 


pu Esc 


Luego, en el 4HIC: 
3% + (2/10) =x? 


X=49 ..x=7 
Clave D 
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Nivel 3 (página 61) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


20. |. (F) solo cuando la recta es perpendicular al 
plano. 


II. (F) se proyecta como un punto. 


III. (F) se puede proyectar como una recta a 
otro plano. 
IV. (V) por definición de mínima distancia. 


21. |. (V) puede coincidir. 


II. (F) puede proyectarse también como un 
segmento. 
III. (V) puede coincidir. 


IV. (V) 


CD Razonamiento y demostración 
22. 


Sea el lado del cubo 2a: 
BD//MA=MQ=2aV2 
En el 4NFR: 
NR=aV2 


En el AMOQ: 


NR = — = NR es base media 


=MN=NO=a/2 
QR=RO=ay/2 


En el AMOQ: 
MO =0Q =MQ 
“x= 60* 
Clave E 


23. 


Enel AAOT: 
AT=5 
Por el teorema de las 3 perpendiculares: 


Clave E 


24. Como el tetraedro es regular: 
AB=BC=AC=AD=CD=BD=L 


Demostraremos que H es el centro del AABC. 


Á AHD, 4 CHD, 4 BHD. Por tener igual 
hipotenusa (L) y el cateto común DH. 


HA = HB = HC (H es circuncentro del AABC) 


AC L 
AH= 2% SAH=-_ 
EA 
En 4AHD: DH? =AD? — AH? 


2 12 LY? as JE 
(DH?=L (7) :.DH=5V/8 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


En el APCA: 
pc?=(410 - (242) 
PC=4Y2 
En el 40CP, OC =CP 
=>0=45 
Clave E 


En el cuadrado ABCD por propiedad: 
mZAOM = 90? 


En el 4BAM notable de 53/2: 
mZABM=53%/2=AM= /5 AAB=2/5 


En el 4BOA notable de 53%/2: 
BO=4»A0=2 

ABAM= ADN (ALA) 
BM=AN=0N=5-2=3 


Por el teorema de las 3 perpendiculares: 
PO BM 


4(5) En el 4PBH: PH=4/2 En el 4 PHB notable de 45”: 
cc 5(4/2) paa 
Clave D A = == =1042 
a aro 2 (2 Clave B 
Clave B 
27. 
29. 
28. 
de el teorema de las 3 perpendiculares: — En el ÁPMC: 
PHLAC Trazamos PH 1 plano H. : 5 
En el 4BHO notable de 37" y 53: En el 4PHA notable de 30” y 60*: x= 1(2/3+(/5) 
BH=4AHO=3 PH=3 x= Tr 
Clave D 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 63) Unidad 3 


1. 


Por dato, en un poliedro: 
n.? de vértices: V = 33 
Las caras están formadas por: 
8A; 95; mo 
n.? de caras: C=17 + m 
También, n.* de aristas: 
A=3x3+9x4+mx5 

2 


A= 24+36+5m _ 60+5m 


2 Z 
Por el teorema de Euler: 
C+V=A+2 


(17 + m)+33= (Um) 2 


100 + 2m = 64 + 5m 
36 = 3m 
-.m=12 


Clave D 


Sea: 
a: n.* caras de un dodecaedro regular. 
b: n.? de vértices de un icosaedro regular. 


=a=12 Ab=12 
..a+b=24 


Clave B 


Sabemos: Sm.z(caras, = 360*(V — 2) 


Por dato: V =20 
> Sm. (caras) = 360”(20 — 2) = 360”. 18 
“- Smz(caras) = 6480” 


Clave D 


Sabemos: 
NDp = C> —A—XDo 
En un icosaedro: V = 12; C = 20; A=30 


12 _ 121 
C3 =C5 = 201 = 9 


El icosaedro tiene 20 caras las cuales son 
triángulos equiláteros. 
> 2Do = 0 
Entonces: 
NDp = 66 — 30 — 0 
.*. NDp = 36 
Clave C 


Tetraedro regular O-ABC: 


O 
a 
p B 
A a 
a 

Cc 
Por dato: a+a+a+a+a+a=36 
6a = 36 
a=6 


Piden: Ap=a?/3 
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POLIEDROS 


=> Ar=(6/3 =364/3 
“.Ap=364/3 cm? 


Diagonal del octaedro: d 
d=a/2 


Altura del tetraedro: h 


h- D/6 
3 


Por dato: d = h 


aí2 = 


Área total octaedro: Ay, =24/3 a? 
Área total tetraedro: Ay, = 3 b? 


Piden: 


Am _2/3a? _ 22? _ 


p/6 


Ar 


1/3 p? 


Reemplazando (1) en (2): 


p? 


Clave D 


Clave A 


El área pedida será: 2(área trapecio PMNQ) 


9 (b+2b). D/3]-2(39)0/3 -343b% (1) 
2 2 2 2 Z 


Por dato: 2b=a=b= 5 ...(2) 


Reemplazando (2) en (1): 


3/3b? _ 3/3 (27 - 3a? /3 
2 202 8 


Clave D 


Sea el tetraedro A-BCD 


Am =(a/2 43 
Ap =282/3  ..(1) 


Sea el lado del octaedro: b 


-a 
b= 5/2 


Aj) =2b*/3 
Ar =2(3/2) /3 
Ap =224/3  ..(2) 


Dividiendo (1) + (2), tenemos: 


Clave D 


Por dato el área total del tetraedro: 
Aj = (20)? /3 
=Ap=443b? ..(1) 


El poliedro que se forma al unir los puntos me- 
dios del tetraedro regular es un octaedro regular 
de arista b. 

Piden su área: A=2(b)?/3 =2/3b? ..(2) 
Dividiendo (2) y (1): 


Clave C 


10. Sea el lado del octaedro regular: 6a 


Por dato: 
G: baricentro 
En el AABM; por el teorema de Stewart: 


(6a)X(a3) + (3/5 ay (2a/3) 

= (1)*(3a 4/3) + (3243 lav 3 )(2a/3) 

36/32 +9/3a =3/3 a+ 18/3 a? 
10843 a2=3/3 a 


362? =1 
a=1 
Entonces: 6a = (5) =1 


Piden: 
área total del octaedro = 2(6a)? 43 =2(1)? 43 
-Amoctaedro = 2 Y3 cm 


11. El área de la región triangular BGC es la 
proyección de la cara BOC. Además, OG es la 
altura del tetraedro, entonces G es el baricentro 
de la cara ABC. 


En la base: 


=> Anc = 


3S,3S _ 
> + 3S 


2 


Como todas las caras son congruentes: 


13. 


14. 


> Ar=4(Arasc) 
Ar =4(3S) = 128 
Por dato: Ay = 600 = 600 = 125 
S=50 
Por lo tanto, el área proyectada mide 50 m?. 


Clave C 


Entonces MN es mediana y altura. 


Por Pitágoras: 


2 
> 2£ (MNR > dl MN > L=MNy/2 
Clave C 


Las diagonales de cada cara de un hexaedro 
regular se cortan en un punto que coincide con el 
centro de cada cara. 

El sólido formado es un octaedro regular de lado: 


L 
/Z 


Se cumple: L = a 


Piden el volumen del octaedro: 


3 
a/2 ) 
v ME 2 Y2 ee 
octaedro 3 3 6 
3 
o. Voctaedro = e 
Clave D 


Sean a y b las aristas de dos hexaedros regulares. 
Piden: 


A, _ 6822 _/aY 
Ar 6b? A (1) 


Por dato:b=a/3 
A A 


Reemplazando (2) en (1): 
Pñ (EY 


E Ar, 177 3 
Clave A 

PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 65) Unidad 3 

CD Comunicación matemática 

1. 

2. |. (F) en todo poliedro convexo se cumple el 

teorema de Euler. 
11. (V) por definición. 


111. (V) cumple la regla de poliedros convexos. 
IV. (F) sería en un no convexo. 


CD Razonamiento y demostración 
3. Laregión sombreada es un triángulo equilátero: 
A= La /3 
Clave A 


4. AB=6¡AE=64/2 
Axaere = (AB)(AE) = 362 


Clave B 


Anaco= 10/2110) = 502 m? 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


Sea: 
C: n.* de caras 
V: n.? de vértices 
A: n.? de aristas 
Por dato: 
C+V+A=32  ..(1) 
Por el teorema de Euler: 
C+V=A+2  ..(2) 
Reemplazando (2) en (1): 
(A+2) +A=32 

=2A=30 

-.A=15 
Clave D 


7. 1P=k/3 


Clave B 
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8. 
3/2 
342 
A=L6P/3 =9/3 m 
Clave A 
9. 
Clave C 
10. 


Se observa que el triángulo formado ABC es 
equilátero. 
Luego: a. =60* 

Clave B 


Nivel 2 (página 66) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
11. |. (F) no se cumple en los no convexos. 
I1.. (F) solo se cumple para los poliedros regulares. 


111. (F) no necesariamente. 
Clave E 


II. (F) el hexaedro de caras triangulares tiene 


una diagonal. 
11I. (V) por teoría. 
Clave A 
CD Razonamiento y demostración 
13. 
ADA 
.0=60* 
Clave C 


60 | Intelectum 5.? 


14. 


15. 


1.% paso: si solo analizamos el plano AFGD: 


Si: AB=6 = por Pitágoras 


AB? + BF? = AF? FS n 
AF=64/2 =GO Y 


AB=AD >AD=FG=86 2 o 
co=0D=“D 

GO =34/2 

GO =FO' 

FO'=34/2 


Si O es punto medio: 
PO= 2 > PO=3 


2.? paso: 


An con 34/2X3 _ 942 
ISFPO — 2 59) 
Clave D 
1.% paso: trazar el segmento PM donde M es 


punto medio de AC y el segmento FM. 


A 

Sabemos: 
AP =6; PC =2 
Por Pitágoras: 
AB? + BC? =AC? 

a+a=8? 
AB=BC=a=4/2 >a=4/2 
2.? paso: 
AM=MC= AC —É > AM=4;MC=4 


2. 2 
BD=AC=2BM > BM=4 


Del triángulo pitagórico: FBM 


(4/2)? + 4? = FM? 


4/7 
FM =4/3 
B 4 M 
3.2 paso 
F 
443 
M P 


Del triángulo rectángulo FMP: 
MP =AC — AM — PC 


MP=8-4-2=2 
> (4/3)? +2 =FP? 
FP =24/13 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
16. 
62? =24 => a=2 
Luego: 
Por relaciones métricas en el triángulo rectángulo: 
A 8 v6 
az + 2 2 qa 
a a (av2) 2a 
d= 246 
Clave C 
17. 
a 
a 
) Ñ : 
SY 
y ay2 
2 
2 
%=2+ (222) =a=v6 m 
Clave C 
18. 
1 7= 1 +A 7 >4 
YV6y € (aV2) 
V= a? =(3))=27 m 
Clave C 
19. 


Aj=8. [0/2 /3 =4/38 
V=(29))=8>a=1 
Ap=443 
Clave B 
20. 


= Sea ABCD el tetraedro. 
=  Pbaricentro de ABD 


Q baricentro de DBC 
=  APBQ = AMBN: 
PQ_BP 1 
MN BM  “” 
- Siendo: MN = e E - (en AABC) y 
Bra 
BM 73 (baricentro) 
: .PQ_2 - PQ= 
En(t): 37 =3 -. PQ=1 
Clave D 


Nivel 3 (página 67) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
21. 1. (F) hay de 6 y de 8 aristas. 


II. (F)los cinco  poliedros regulares son 
conjugados. 
111. (F) los poliedros regulares son convexos. 


Clave C 


22. |. (V) por definición. 


II. (F) no necesariamente, tienen que ser varias 
rectas. 


11I.. (V) cumple para todos los poliedros. 
Clave C 
CD Razonamiento y demostración 
23. 1." paso: halla AG y PG: 
En un tetraedro regular *G” es baricentro, entonces: 


Por Pitágoras: AP=4 y PG = 446 


3 
AP? =AG? + PG? 
2 
4 
42 =p? + (4/8) 446 
> AG=2V3 TES 
3 


24. 


2.” paso: halla AM: 
M es punto medio de PG 


2 P 
PG =2PM = PM= 5/6 ¿ss 
Por Pitágoras 4 M 
AM? = (46) ES (5/6 Í qe 
3 3 A 
AM? = E Ss AM=2/2 EN 
Clave D 


Recuerda: bisecan divide al segmento en 2 
partes iguales: 


1.% paso: halla la arista y el segmento AB 


Por semejanza de triángulos: 
EÁXBOM — ESABM — ESsAOB 


BO _AB_AO 
OM BM BO 
BD _2a_ AO 
2 a BO 
> BO=4; AO=8 

Por Pitágoras: 
A 


AO? + 0B? =AB? 
8? + 4? = (2) 
> 2a=44/5 


a=2V5 
+. arista=2a=4yY/5 


2.? paso: halla FO: 


AB=FA=4v5 
F 
Por Pitágoras: 
45 FO? = (4/5)? + 8? 
“.FO=12 


Clave B 


Halla AM y BH: 

Si G es baricentro = M es punto medio. 
Hbaricentro del AABD y BH // GN por deducción 
del tetraedro. 


A H M 


Por definición de tetraedro regular: 
AM=BM= 3/3 


H y G son baricentros entonces: 


AH =2AmM y Gm= EN 


AH= 43 
Por Pitágoras: 
AB? = AH? + BH? 
BH? = (/6)? > 
BH= /6 

A V3 H 
2.” paso: halla GN siendo GN perpendicular al 
plano AACD. 


Por semejanza: 


BH _BM 
GN — GM 
3/3 
/6--2 o 
GN y/3 
2 


26. OF =? 


Las diagonales de un octaedro regular son 
congruentes. 
(Esto es fácil demostrar). 


A0=08= 2/2 
OM =a/2 
En MOB: 1 =-4_ 44 
(OF)? — (OB)? — (OM) 
A 
(or (a/2y (2) 
(2) 2) 
- 0F= 448 =1 


Clave C 


. La región sombreada es un hexágono regular, 


cuya arista es 512. 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 61 


Dato: 
202 /3 =3/3 >a=2 


Clave D 


28. 


NM 
B 
a/ Y 
WS 30, 
a 
e 


Sea a la arista del octaedro. 


» ENDAMB:AM?=a? + (5) AM= aa 


-  Comoel ADBC es equilátero > CM = A 


= Como G es el baricentro del ADBC. 


> CG= a/a A GM=¿V3 


+ Observa el triángulo MAC: 


Aplicando el teorema de Stewart: 


2243 _,2a/3 ,.25 aV3 
tE A IE 


a/3 aY3 aVd3 o, 
306" 2 


+. Elárea Adel octaedro: A=2a? Y3 =21?/3 
Clave D 


29. Sean G, y G, los centros de gravedad de dos 
caras opuestas; se forma el triángulo V,MN, 
observa que este triángulo con el triángulo 
V,G,G, son semejantes, por lo tanto: 

0_3 dz 
> 0 73 0=1 


2 
3 
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+ — Elárea del octaedro es: 
A = 81 ¿Aj =243 


Clave B 


1.% paso: halla la arista del tetraedro: 


Sabemos: 
ZBAD = 60? 
ZCDA= 120? 


Del triángulo DHC: 


Cc 
=4 
a BHe 2 
CH=2/3 
A O 2 
D H 
Del triángulo AHC: 
Cc 
4/7 avi 
24 
7 5a 
2 
Sabemos: Por Pitágoras: 
AC=447 AC? =AH? + CH? 
— da ES 
AH > a=2 
=4 
CH= > 3 


2. paso: del tetraedro de arista = 2, hallamos 
su altura: 


A 
ú Q 
M 
R 
Piden AH =? 
Sabemos: a=2, PM=AM 
Del triángulo ARQ 
A 
> 7 =>AM= /3 
mi 
R M Q 
H——- 2, 
Del triángulo PAM: 
A 
P A M 
PM=AM= /3 
30% =3HM=PM= /3 
pH= 243. :HM= 13 
3 3 
Del triángulo AHM: 
A 
Por Pitágoras: 
v3 AH? + HM? = AM? 
AH=2/6 
H WE M 3 
3 


Clave C 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 68) Unidad 3 


1. 


Por dato: 

As =3AgL 

Asi + 2Ag = 3AsL 
> Ag = Así 


Entonces: 


(48) 00m n= E 


Piden: el volumen del prisma (V) 


V=(Agn= (6%/2)43 


-.V=09m? 
Clave A 


(a + 6)(a + 4)(a + 2) - a? =568 

a? + 122? + 44a + 48 — a? =568 

128? + 44a—520=0 

3a? + 11a-130=0 

3a 26 

a -5>a=5 

Piden: la diagonal del cubo (d) 
d=a/3 

.d=5/3 


Clave D 


Por dato: Agr = 144 cm? EH 4 


Entonces: 
Ag. + 2Ag =144 
4(4h) + 2(4%) =144 
16h +32= 144 
16h =112=h=7 4 


h 


ES 


Piden: el volumen del prisma (V) 
V=AgXh 
¿V=42x7=V= 112 cm? 
Clave E 


Piden: el volumen del prisma (V) 

2 
V=AgXh v=6(! 8 e 
E 


Clave A 


PRISMA 


5. Por Pitágoras: 


BC =26 

Por Poncelet: 

26 +2r=10+24 
2r=8=r=4 

Por dato: 

h=2r 

h = 2(4) 

h=8 

Piden el área lateral del prisma: 

A, = (10 + 26 + 24)h = (60)(8) = 480 cm? 


Clave D 


El desarrollo lateral del prisma será: 


El menor recorrido será: AE 
Por el teorema de Pitágoras: 
(AE)? = (AN)? + (NE)? 
(AE)? =5? + 122 

(AE)? = 169 = AE = 13 


Clave B 


Piden el volumen del prisma: Vprisma =S X h 
Por dato: Axacrp = 20 
tds 


axh=20 0) 


Además del gráfico: S= 4X6 


=S=3a ..(2) 


Multiplicando (1) y (2): 
=ahxS=20X 3a 
Ssxh=60 


+= 
Vorisma =60 m' 


Clave C 


Piden área total del prisma (Ay): 

Ar =2(4 x 3) + 2(5 x 6) + 2(4 x 5) 
Ar. = 24 +60 +40 = 124 

Ap =124 m? 


Clave A 


Por dato: d, = 4117, d,= 4106 y d¿= 461 
a+ b?=d=(y1TY =117 ..(1) 

al +02=d2=(4/106) =106 ..(2) 

be +0?=d=(/61) =61 

isos 


117 + c*=142 
c=25=c=5 

Reemplazando en (2): a? + 5? = 106 
a =81>a=9 
Reemplazando en (1): 9? + b?= 117 
be=36=b=6 
Piden" Woaralelepipedo =4 <bXx0=9x6x5=270 
“ Woaralelepipedo =270 cmé 


Clave E 


=RY/2 =a 


También la superficie lateral: A, = nR? 
A, = 4(ah) = 4ah =nR? 
=4ARY/2)h=nR? 
- MR_./2_nY2R 
44242 8 
.n=0/78 


Clave A 
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Dato: a=3m 
Por Pitágoras: AH = 10 
Piden el volumen del tronco de prisma: Vrprisma 


AA' +BB'+CC' 
Vrprisma = Abase X ( 3 ) 


z a-r+a+r+a 
Vrprisma = ( q o ) X 3 ) 
Vrorisma =40 ($) 
Vrprisma =40 xa = 40(3) = 120 


-Vrprisma = 120 mé 


Clave B 
12. 
Nos piden: volumen = V 
Sabemos: 
hy = 3/3 ;hp=24/3 y hz = 3/3 
h+h,+h 
v=( : a 2) Aras 
Dato: Apase = 12 
1 =24/3 
Clave A 
13. 


Del gráfico: 

h=2R » a/2 =2R 

=a= V2ZR 

Piden: Worisma =Abase X 
Vorisma = (2h) = a x h 

Vorisma =(W2R)? x (2R) =2R?x 2R =4R* 
“Morisma =4R? 


prisma 


Clave E 


64 l Intelectum 5.2 


14. 


Por dato: Vagc - age: = 18 cm? 


2 
aL n= 18 ah=12/3  ..(1) 


Piden: VMBCNPQ 


Vmcnpa SS Va -APQ — Vamnasc 


EEN /3( hen) 
O (E 4 3 

2, 2 2 
 uscnrQ= ze h das h LE h ./2) 


Reemplazando (1) en (2): 


- 431243) _12x3 _49 
3 


Vmcnpa 


ó eS 3 
Clave B 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 70) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

1. 


2. 


CD Razonamiento y demostración 


3. El sólido mostrado equivale a dos troncos de 
prisma. 


y 


Prisma 1 


7 Prisma 2 


El volumen: 
V= Vorisma2 Vorismat 


V=6x7 x10- (23) x10=330 


Clave E 


Analizando el mayor tronco de prisma. Área 
lateral: 


Aj = (52)0+(274)0+(25%)0 


2 
Am = Ua + b +0) se (1) 


= En forma análoga, en el tronco de prisma 


menor: 
A2= >= (1 +ho+hy) (2) 
- Pero'h,= a+b.p,=b+c y h¿= 240 
dl: 2 e 2 3 2 
> h+h+h=a+b+0 
= Entonces de (1) y (2): 
Au _ lla+b+c) Ay_2 
Ap Az 1 
7(8+b+0) 
Clave B 


CD Resolución de problemas 


5. 
x 
ES 
x/2 
y 
Piden: el volumen (V) del prisma hexagonal 
regular. 
V = (Ag) x h 
(Va 
v= 2) lo 26/56 
V= E DS 
Clave B 
6. 


Por dato: R =5 
Luego en la base: 


Entonces: a =RyY/2 
=>a=5/2 

El área de la base será: 

Ag=3?=(542) 
= Ag = 50 cm? 
Piden: el volumen del prisma (V). 

V = (Ag) xh 
> V = (50)(16) 
.V=800 cm? 

Clave E 


7. Nos piden: V 


DA O 


=h=4/3 A L=4 
V=4x4x44/3 
VW =6443 
Clave B 


Nos piden: área lateral = Ag, 
El 4AHB es notable de 30* y 60*: 
AH=3/3 =AB=6 
Dato: Aga = 24 4/3 
la =24/3 

a=4 
Ag, =6XABXxa 
“¿Ag =6x6Xx4= 144 

Clave A 


Nos piden: Vorisma = V = (Ampr) < (AB) 
Dato: Aagcp = 5 cm? > (AB) x (MR) = 5 cm? 
PQ =10 cm 

as (ME) xAB 


V= 2(AB x MR) x PQ 


Reemplazando: 
V= (510) >V=250m' 
Clave E 


10. 


Nos piden: Vorisma = Apase < N 


Sabemos: H = ao 


>2/6 2/8 a=8cm 


Por dato: 


Área lateral 
del prisma 


3ah = (E) 


=h=243 cm 
2 
-Vorisma =V= Í LB x0/3 =54 om? 


_  Áreatotal 
del tetraedro 


Clave B 


Nivel 2 (página 71) Unidad 3 


CD Comunicación matemática 
11. 1. (V) Un polígono siempre está inscrito en una 
línea curva. 
IL (V) 
111. (V) Por ser iguales. 


IV. (F) No necesariamente. 
Clave E 


Pero serían también congruentes. 
Tiene que tener la misma forma poligonal. 


V) 

F) 
(V) 

V) Si son semejantes tienen la misma forma 
poligonal. 


CD Razonamiento y demostración 
13. 


Datos: 

PS = QR = 12 m;PQ=SR=5 m; MN =4 m y 
BD=10,5 m. 

Para calcular el volumen del sólido geométrico 
mostrado, se aplica la siguiente expresión: 


V = Área (AABC). A 


Donde el área de la sección recta es: 


Área(AABC) = SAA 


Área(AABC) = Ya m? 


«y = 105 
Reemplazando: V = el 3 


21d) 


+. V=245 m* 
Clave C 


Ag: área de la sección lateral 
Psp: perímetro de la sección recta 


e a =v5a 
a 
L=n=a 
a a_v5a 
m  2a 
m 
m=20/5 
Pero: m=p= o 


Ze A =(men+p+Da, =(28+4245)/52 


Ag, =2a? (45 +2) 
Clave D 


CD Resolución de problemas 
15. 


H— L= 3a —R 


Nos piden: volumen del prisma hexagonal de 
base regular inscrito en el prisma triangular. 

Sea L = 3a 

La base del prisma hexagonal inscrito será: 
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s=0 2/8] E a 2/3 =12/3 III. (F) No necesariamente. 


IV. (F) La arista lateral es mayor a la altura. 


2.23 0=3V/2 cm Clave D 
2 Luego 
El vol did n Ñ 2/3 CD Razonamiento y demostración 
volumen pedido será: Abase = o 23. Vorsma = 28 X Eg 
NA 2 Volumen del líquido derramado (V 
fea (3/27? /3 olumen del líquido derramado (Ve; p) 
v= 32 /3 xa o 
: _9 2 
ae “«Abaso ==7V3 cm 
213 3 Clave E 
LS: 
2 M= 18 19. 
Clave A 
16. 
- aa.tana 
Veo = > 
A 
Nos piden: Ajtera = (2PspJAL VrLo= “7 tano. 
3 
2 _a (2-43 Yo,3 
Del dato: 3043 = (ee E) Veo = 7 tana. ( 4 )a 
Por Pitágoras en el 4ADB: >2a=24/5 tana=2- 4/3 > (2-/3)x z + Z 
+43 
2+b?=(2/3)=>b=242 cm > Matera = (6215) x20=24045 m? 
1 D 
tana. = VE +12 
Nos piden: x Clave E di 2413 1 
E e= 4152 ES 
A D 20. 0 15 0 a 
Pl Clave D 
ele 24. 
EI 
2 B92.C 
Por Pitágoras: x= 2/6 cm 
il Nos piden: volumen =V 
Clave C B, =B, x cos60” 
Nos piden: B, =12x Y3 a 
17. Nos piden: x 1> 2 Los sólidos no comunes son los troncos de 
B, =64/3 cm? prisma iguales: 
i ABCFG y CDEIG cuyo volumen es V,, entonces: 
uego: 
V=B, ( 3 a +5 ) v,= Vorisma (ABCFGI) — Woirámide (C-FGI) 
-V=24/3 m > V, = Área(AABC) x (av3)- qx Área 
Clave A (AFGI)(a/3) 
x=90”-a 
Nivel 3 (página 72) Unidad 3 Y, = 9a? BB xa/3 (: )(es? 13 )a/3) 
Clave C LN si 3 4 
CD Comunicación matemática -V,=45 pe 
18. 21. 1. (V)Por congruencia. Clave B 
II. (V) Por congruencia. 
III. (F) Tiene que tener la misma forma poligonal CD Resolución de problemas 
en la base. 
IV. (F) Las bases no necesariamente son iguales. — 25. 
Clave A 
TO 22. |. (V) Condición necesaria para que sean 
NOS PIO Ass semejantes. 
Sabemos: be ; 
» Ñ (DEE E LE 21043 IL (F) . sección recta es mayor al área de la 
a o 3) 4 ase. 
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Por dato: ABCD es un cuadrilátero inscriptible, * 27. 


el AABD es equilátero y el ABCD es isósceles. 
En la base: 


H—= ad3 — 


Nos piden: volumen =V 


tana. = > = h=atana 


Aaago==g 


E 


2 
Aagco = AECE) =124/3 V= Aa 3h 


Luego: 


y 4x3xV/3 
Abase =Aaago + Angco =36V3 + 1243 4 


atana 


29. 


Nos piden: x 
Por dato: 
Asasco =5 
(AB)(4) =5 
-5 
AB= 7 


Del dato: ae ="12 =Anngr 


> Apaso =48/3 V= La /3 tana -FO= 2 
Piden: el volumen del prisma (V). Clave C 
x= 26 743 4843 
V = (Abase) < h 28. 5 2 5 is 
V= (4843 )(10) = 48043 EN 0 ave 
:.V=48043 cm? y 30. 
HR D 
Clave C 
6 6 
26. ale a 
2 
P an Nos piden: Vagc - ep = V 
OREA G AFED equilátero: Nos piden: Vorisma = V 
E >EF=FD=ED=34V2 2.5 
úl ABC isósceles: Dato: 4(2 7 ) =9/3 =a=3 
Nos piden: PE = 2a — 2 AB=BC=3 AH: altura del tetraedro 
; FH=AB 
Dato: Vpgy - EH = Z VABCD — EFGH Ñ e ASA ES a a Le - 2 
Reemplazando: nego: E 3 E 
-(EB+AF+ 6/2 
2-2 +0420 yas 2 V= (ED xa, h=2AH = 
( : ) xA= 2(2A)(2a) 3 a es z 
. ES V = 9 + 6 + 6 9 V 31 5 /2 
De donde: a = 10 3 > ' v=0/5/8 2) 50/20 
-.PE=2a-2=18 3 
Clave C Clave C Clave C 
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CILINDRO 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 73) Unidad 3 


1. Del gráfico: 
2R=a/2 
R= aV2 g=a 

2 


Área total del cubo: Ay 
A; == 6a? 
Área lateral del cilindro: A, 
A, = 21R Xx g 


Me 2n[ 242) xa=/Z na? ..(2) 


Dividiendo (1) y (2): 


Ay _ 60% 2423942 A _ 342 
A Yana Y2 T ES 


Clave C 


2. Por dato: 
AL = 24 
21Rg = 24 qe 


21R(3) = 24 
N L] 
Su 
L] [] 


TR =4 
HTAR=4 B 1R=4 


Entonces x es la mínima distancia para ir de A 
aB. 

Por Pitágoras: 

x=3? 4 4? 

£0=5:mM 


3. Por dato: 
Aj =64 
2nr(g+1)=64  ..(1) 
Además: 


r+g= S (2) 
Reemplazando (2) en (1): 
2nt(“%) = 64 > nr?g = 128 
Veilindro = 128 
Mato = 128 118 


Clave B 


(2) 
Por dato: los cilindros son semejantes. 
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=> H =kh AR =kr (k: constante de semejanza). 005: eje del cilindro recto 


Además: ss - - Del gráfico: 2Rg =N ATR?=M 
SL Nos piden: Vejindro = TR? X Y 
2h 4 ft _4_1_4 vom N__ MN _ /AMXN 
25RH 9 > KK) 9712 9 clindro =(M) q E Ja 2 
3 T 
> k NN -J 
Luego: V, = 161 Veilindro = N cs 
> arh= 161 => 5h =16 Clave B 
Piden: 
V, =1R2H = n(k0 (kh) e 
3 A 
> V¿= (1h) (1Ó) = a(16)(3 ) > 
Va =54n 9 
Clave E É 
B 
Del gráfico: 
Por relaciones métricas en el 4 0BA: 
gr=14Xx6 
gr =84 
Nos piden el área lateral: A, 
A, = 2n1g = 2n (rg) = 2n(84) = 1687. 
Veiindro = Abase «h A, = 1681. cm? 
Veindro = (ra)? x 2a = 16n mé (dato) Clave E 
>a=2 
Piden: el volen del cubo , 9. 
> Veubo = La)" =(2x2)"=4 
“+ Veubo = 64 mé / ES 
Clave A ¿ E 
Por dato: O > ll 
h=2R 
Además: h=2R Asp =1R*=361=>R=6 
Ap= 121 m Ag, = 21Rg = 21:(6)(8) = 96n 
> 21R(g +R)=12n Ag, = 96 m? 
21R(2R +R)= 12m es 
21R(3R) = 127. 
61R?= 127 10. 
R?=2>R= 42 A 
Piden: Veilindro g=av3 
Velindro =AR(2R) = 142 2/2) 
=m(2(2V2) 
=4/2 1 bal 
ato: 
e Meinaro =41V2 mM 
cilindro 41 Melindro. — TR?g e 1r?a/3 =k 
Clave A Veubo a a 
AR? /3 32 
k 
Piden: 
Abase _ TR? an ka R? 
Apo Gal  61R2/3 
ABase = k/3 
Acubo 18 
Clave B 


11. 


=>R=5 
AV =1(R2h 
AV = n(52)(4) = 314 cm? (apróx.) 


12. 


V =x1R?g = 1(6)7(10) 
V = 3601 m* 


13. 


Clave D 


Clave E 


El área del desarrollo de la superficie lateral es: 


Ag, =21R x h = 180n 
Ag, =21(R)(15) = 1807 
R=6 


Luego: 
V=1R?2x g = 1(6)(15) 
V = 5401 m* 


14. Dato: 
g=2R 
As, = 641 
21Rg = 64n 
R(2R) = 32 
R?=16=>R=4 
Luego: 
V =1:RY = 1(4)18) 
V =128n mé 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 75) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

Ve 


Clave D 


Clave A 


CD Razonamiento y demostración 


3 2rxSP_ _  ADXAB 
"axrxsp ADxABXxBF 


A 


nxr BF 


Por dato: V=Ag 
Abase <h=2re XrXh 


Axr=2rxr 
¿n= 


Por relaciones métricas tenemos: 


(MN)(NA) = (NH)(AM) 
hxR=12 

Luego: 

Ag, = 2nRh = 2112) = 24m m? 


CD Resolución de problemas 
6. Ag, = 25 y h=2R 


As, = 21Rg = 25 
41R?=25 
2_ 25 =. 2D 
3 4 
5 
h= == m 
Vr 


Por Pitágoras tenemos: 
(2R?+(2RV2) =0? 
4R? + 8R? =d? 
d? =12R? 


d=2R/3 =64/3 
=>R=3 


Luego: 
V=nrh=n(Ry/2 )? 2R 
V =4R% =4(3)%n = 1081 mé 


Clave E 
Clave A 


Por semejanza tenemos: 
AOCE > AEDA 


Luego: 
Ar = 211 (g + " = 2m(6)(17 + 6) 


Clave AI A,=2761.cm 


Clave D 


<A TA 
E | 


EE | 


Asy = 2nr(g + r) 
Agr = 21(12)(24 + 12) 
Asr = 8641 m? 


E 


Clave B 
Clave B 


Clave C 
Dato: RV2 xh=2 


HR = /2 
Luego: 
Ag, =2nRh=2n(42) =2V2m m? 
Clave D 


Nivel 2 (página 76) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


11. 

|. (F) es una recta. 
II. (F) es una línea curva y cerrada. 
III. (F) no tiene vértices. 


IV. (V) sea convexo o no convexo. 


== 


Clave B 
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12. A 
|. (F) sus áreas de las bases son iguales. 
II. (V) todo cilindro tiene sección axial. 
111. (F) no se puede inscribir un cilindro recto. 4R 
IV. (V) por definición. | 
Clave D [e B 
H—-2R ——= 
CD Razonamiento y demostración Clave A 
13. 
16. 
+ 2 l 
9: H 
=E—N J 
Por dato: 
2m(21)9, = 2(21.r(9, +1)] V,=1RóH 
Ang = 4nr(94 + Y) V, = eh 
9=9+1=>9-9=" Por semejanza tenemos: 
h+rV3 hp 
Del gráfico: Y Tr? h=rV3 
d 
Piden: 
NS Y nx(2 23 08 
Y axrxr/3 
A - Clave C 
2r 
>xX+ a =90* CD Resolución de problemas 
17. 
x= 63*30' e 
Clave C 
14. h 
cu D 
Aplicando Pitágoras en: 
RCD: (17)? = (21)? + hn? | a 
AROM: (1241 )? = (1? + h? 
_q? 
Por semejanza tenemos: 269 — el ol 
RIOR 3r =48 
._ 4 1 P=16=r=4 
h=15 
Dato: A = 
alo: Aaoun=3 Ar=2m1(g +1) =2m(4)(15 + 4) 
Rh; o 
3 =3=Rh=6 Ap = 1521 cm 
Clave C 
Luego: 
Así = 27R(hy + ho) 18. 
As, = 217 R(3hy) = 61 Rh; 
Asi = 361. m? 
Clave D 
15. 


Luego se observa: 


>0= 3% 26,5 


2 
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Desarrollo de la superficie lateral: 


=y=10 


19. 


20. 


As, = 21 Rg = 16 > 12 
48 48 _ 24 
Rg T R 107 5 
Luego: 
V=1R%Y 
V= (2) x 10 
5T 
v= r(576) x 10 
Ml 2 
251 
y= 1152 cm? 
5T 
Clave A 
Por propiedad, se cumple: 
A, =A4cos60* 
A)=Ay (5) >A, =2A, 
Por dato: 
Ay +A,=S 
(24) + A,=S 
3A,=S 
3(1R%) =S 
R= /S 
V3n 
Clave C 


Del gráfico: AD = CB =g 


Del IxCHB notable de 30? y 60*: 
CB= 2. (0H) 


g= 2/3 (48) > 9 3/3 e 


Por dato: R =2/3 
Piden: el volumen del cilindro oblicuo 
V=(Asg) x g =1R?x (E8 7) 


3 3 
V= 843 TR ps 8/3 n(2/3) = 1921 
3 3 
.V= 1921 
Clave B 


Nivel 3 (página 77) Unidad 3 


CD Comunicación matemática V,=002xh=8n x 4 9x3 28. 
21. a Y5 
|. (F) pueden tener alturas diferentes. NS 264 4/5. 
II. (F)las bases también deben de ser 25 Clave D 
semejantes. 
e cd O a” 25. Por semejanza tenemos: 
. (F) tiene superficie cilíndrica. ROBM - IANPM ia 
ed ae el gráfico: 
a RT a=3 Alrededor de AB: V, = T(BC)?(AB) 
. Alrededor de BC: V, = r(AB)?(BC) 
ia BO¿PM —IxMBO E 
. ies va Ped tienen áreas R ! A En el MABC, por relaciones métricas sabemos: 
aterales iguales. PSA = 
IL (V) 2” (AB)? = (AC)(AH) 
II. (E) un tronco de cilindro oblicuo solo se Luego: (BC) = (ACIHC) 
inscribe en otro cilindro oblicuo. V=1R%h= 65) Entonces: 
IV. (V) V =301 mé (Bcy HC 25 
Clave E (AB AH 4 
CD Razonamiento y demostración BC 5 
26. DY: De 
23. AB 2 
Luego: 
. S Y _ HBCX(AB) _ BC 
Y x(ABrx(BCc) AB 
, E 
h: altura del cilindro Y 
Dato: Clave A 
ah + ch + bh — 2hc =8 
De 8 Por semejanza tenemos: 29. 
h= ..(1) 
a+b-c h+h  h 
1 2 = 2 > hy = ha 
Por propiedad tenemos: 2R R 
axb_ (a+b+c)r m_M_m-Rxh 
2 2 Rar 2r 
== E ms «(2 Piden la razón entre las áreas laterales: 
A Rh 
Además: o = UA ) = — Lx A Calculamos el área de la base: 
a +b?=0> (a+ b)-c?=2ab ..(3) si pre i Por la fórmula de Herón: 
Luego, reemplazando (1), (2) y (3) en: As, -1 p= 13+14+15 _9 
As, =2n xrxh ÁsL, 4 2 
e de ab 8 Clave C 
LEMA aybyo a+b=0 Anage = v/21(21 — 13)(21 — 14)(21 - 15) 
As = 1678b _g AR => Anagc = 84 
ÓN También: Arago =P -R 
Clave A > 84 =(21)R=R=4 
24. Piden: el volumen del prisma (V) 
ER o V =(Abase) X h 
= (84)(2R) = (84)(2 x 4) 
O, 
A VE ¿.V=672 
== Clave C 
Del enunciado: 
CY Vironco cilindro = + Weilindro 30. Por ser cilindros semejantes se cumple: 
á e ó 2(9m+9m| _ 2. p2 y qe 
Aplicando Pitágoras en los triángulos TR 0 AR .6R Ra hy 
sombreados tenemos: 
dea 9m + 9 =8R Luego: 
de | 6R +6R -—a=8R=a=4R Ap _ 27R1(M+R1) _ 18 
(2k) +r=16 (=) Ar 21R> (ha + R2) 50 
9k? — 4k?=9 En el AABC: 
2 9 as _ 2rkR2(kh)+KR>) _ 18 
¡de 5 depp 109% 211 (h2 + Ro) 50 
Hallando r: 0 a 2 
ANI AP sd k*[27R2 (hz +R2)] _ 18 
5 5 Clave B 21R> (ha + R2) 50 


Piden volumen del cilindro de radio: V, 


CD Resolución de problemas 
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=k= > 
Entonces: 


Y TRíh  R5xkxkxh, 
V,  Róh, R5xh, 


72 [ Intelectum 5.2 


Por ley de cosenos: 
EC? =EA? + AC” — 2(EA)(AC')cosa. 


(a/5Y +(aV5Y (2/2) _1 
2(a/5MaW5) 5 


cosa = 


a = arocos |) 


== (9) - 27 Clave D 
V, 5 125 
Clave A 
MARATÓN MATEMÁTICA (página 78) Unidad 3 
4 15/2. 
LA 
Paso 1: 
<A OB'= 6 > AB'=2V/6 
Por ser EA'B' un triángulo notable (30? y 607): 
Por dato: AE=m=864/2 
+ ax0=9800m? 
0 8 Paso 2: 
. O a m+g=15/2 => G=94/2 
“e Natera] = 271 - 
n a(8a) = 9800 lateral Tr.g 
a =35 m; 0= 280 m Ajatera = 2146 (9/2) 
= 36143 
Paso 2: ie 
Hallando el área lateral: 
if 1 a Tx 35 x 280 4. 
AL (5)25)10= 2 
2 A 
= 49001 m 
Clave D h 
2. e A 
Paso 1: 
Por el teorema de las tres perpendiculares: 
DF AF 
En el AA'F'D; A'F' = dsenoz, F'D = dcosa 
En el hexágono regular de lado A'F' 
> FD'=/3AF 
Paso 1: Paso 2: 
BD=AC'=aV5 Enel AF'D'D 
Se traslada BD al punto A de modo que el segmento EA es la proyección de h= VFD?-FD? = 4d2cos%a — 302senza 
BD. 
Se proyecta DA en EG y AD' en GE. h=dY'1 — 4sen”a. 
Paso 2: Paso 3: 
El AEGE' es un triángulo equilátero Area de la base: 
—, dida 
> EE'=2a Abase pe sar? 13) 3d 1 ay 3. 
Paso 3: +. Volumen = Apase X h 
En el AEE'C' da 
Los segmentos ED = E'D' =a porque AEDB y ABC'D' son paralelogramos. Volumen = 5/38 1 — 4sen?a, sena 
Por Pitágoras EC'=24/2a Clave A 


Paso 1: 
Sea el cubo de arista “a”; 


0B=aV2 > kT= 242 


2 
Paso 2: L 
En el ALKT, 
KlL=a y KT= 242 
Por Pitágoras: KK y 
LT? =Lk?4 kT? 
LT= 242 
Y2 
a/2 

KT 2 1 
o. COSaL == = 

LT a/a yY3 

2 


Clave B 


De los datos: 
Vironco A B'C'- MLC = Vorisma (b) 


=EE= 2015 -y (a) 
De los datos: 

Mronco ABCML 4 et) 
MioncoA'B'C'—= MLC 3 es E27 112) 
=y=i 


En (0): EE'= al -5) sy 


Clave A 
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PIRÁMIDE 


(Unidad Y) 


APLICAMOS LO APRENDIDO 4. 
(página 81) Unidad 4 
1. Enun tronco de pirámide se tiene: 

V= Ay +A) + /A¡-Ay) 

Reemplazando los datos del enunciado: 

74= <(16 +A) + y/16.A,) 

37=16+A),+4/A) 

21=A,+4/A, 


Por dato: A, = 6300 m? 
> (PhaseJ(AP) = 6300 


9 3 
56k 
90K 1/25k) = 
e A, =9m? 2 e 
Clave D 700k? = 6300 
k=9=k=3 
2. Por propiedad en el DMAOC: 
24k . 7k=25k.x 
168k _ _ 168(3) 
a 7 
x= 20,16 m 
Clave A 
En el ÍMDRC por el teorema de Pitágoras: 5. 
2.2, (466 Y A 
1=a +( > ) ú 
E 6 


_ /65 5 B 
cial da 6 6 
Del IMAHB notable de 30? y 60”: 6 


En el 4AOB, por Pitágoras: AO =h =8 


Calculamos el área de la base: Agase 


= ¿0a = 5443 


En el ÍMDGH por el teorema de Pitágoras: Añaso = 
al=b?+p? 
Piden el volumen: V 
SE m=27=h=3/3 
V= 5 (Agase Xh) = 3:(544/3 )(8) = 144 /3 
Piden el volumen de la pirámide D-ABC: V 
V= XA -.V=144/3 cm? 
3 ps sj Clave C 
st 66) 3] 66.3.3 
lá 3 4 (3/3) = 3.4 6 
V=49,5 mé 
Clave E 


En la base: 


En el IMHOV por el teorema de Pitágoras: 
(Apr? =(3/3 + 9? = 108 
=Ap = /108 = 6/3 
Piden: el área lateral de la pirámide 
AL = Pbase .Ap= 6(3) . E 
A =10843 m 


Además del gráfico: g = h 


Woirámide =V,; 


2 
V, = =(Apasol1) = z 9) 3 -h 


Clave B 


74 l Intelectum 5.2 


_v43R"h 
E 


Volumen del cilindro: V, 
Va = (Apase)(h) =(1R”Yh) = Rh 


Nos piden: 


/3R*h 
M4 _y3 
Yo Rh 4n 


Clave E 


| 
LEN: 


Empleando el teorema de la mediana en los 
triángulos AVC y BVD: 


2 OÍ a WO 


2m? + e =(VA? + (VO? ..(2) 
(2) - (1): , , 
(va? + (ve? — (var - (vo? = LAPL - 180) 
Y 

_ (Ac (BD 

H= => 2 
Por dato: AC=10 A BD=8 
sapo 10%, 8% e 
. H= 235 =50 - 32 =18 

Clave B 


En el _40HC, por Pitágoras: HC =5 
=>AC=10=AD=5YV2 
Piden el volumen: V 


V= Apo: N= L5/212)= =200 
-.V=200 m* 


Clave A 


25 


10. 


11. 


12. 


En el 40NB, por Pitágoras: OM = 24 Por teorema se cumple: 4. Sea: 


=> Ap=24 VOX 7x8 E 3/4 V;; volumen inicial 
Piden el área de la superficie lateral: A, ZN  g ( ) 8 3/2 2 V,; volumen de agua añadido 
AL = (PhaseJ(Ap) = (Hen = 504 .x=4V/4 Por semejanza de pirámides: 
AL = 504 m? Clave E Y o y 
Clave D V+V, =(3) 
13. 
27V; = 8V, + 8V, 
V,= Py 
Dato: V¡=16 > V, =38 m' 
Clave B 
Por dato: 2p, =24 » 2p,=36 CD Resolución de problemas 
Sabemos: 24 5. Por dato: 
Como la pirámide es regular, entonces la altura A =P. = (5)! = 12 A, =64; Ap=2a Arista básica: a 
cae en el baricentro de la base que es un >A =p.Ap 
triángulo equilátero. A2=P,.fo= (5) = 108 a 
Por Pitágoras: h =4 2a(2a) = 64 
Piden el volumen: V Piden: el volumen del tronco de pirámide a=4 
2 
v=H a p= 1.643) L3 yy 23/34 V= (A, +A7+ /A.A) Clave D 
=94/3 V= 3112 + 108+ /12.108] 6. 
oy 3 
1 =94/3 m 3 V=3[120 + 36] 
lave E 
.V=468 m' 
Clave B 
14. Por semejanza de pirámides: 
dy_ v - h V, =V, 
(5) > d 3/7 o 
Clave D 2 OiBo 
Por semejanza de pirámides: 
PRACTIQUEMOS Y AY 
¡E 
Nivel 1 (página 83) Unidad 4 wo (3) 5) 
Por 4notable de 30” y 60%: OM=6AAM=6 CD Comunicación matemática 
Entonces el AOAM resulta equilátero. 4. Por dato: 
>h=3/3 a a 
1 E 8 E ó 8 2 
2. W=Y 19 "MW 27 2 
CD Razonamiento y demostración De (1) y (2): 
3. 3 
(5) = 4 oh=2 


- , 3) 27 
Piden el volumen: V ON Clave E 
2 L 


V= 1 (Agase)h = 


3 
v= LABS -36 


-V=36 m8 V: volumen del tronco. 
Clave D Vp: volumen de la pirámide menor. 
Por teorema se cumple: 


E A AO 
+4 (293 8 

UNS en Del gráfico: OH = 3 
8Vp=Vp+V¡ > 7Vp=V5 2 


“Vo - Asco = 0/5) =4,5 


E E 
2 p=7 


Clave C Clave D 
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8. IV. (E) 


CD Razonamiento y demostración 


Por dato: 13. 
AB=6 
=BH=HC=6 


En el 4VHB: 

vH= 1126? 

VH=6/3 

Ve 33.416 /3(643) = 162 cm? 


Dato: Ve pep = V = 10 m* 

Se pide: 

9. Ve-acro = Vx 

De la figura: 

Volumen del prisma = V, + V 


sh=V,+ E 


02 


V, =2(10 mí) 


Clave D 


Por dato: 
) V=32 +. V,=20m* 
2 
qu /2k)(3k) = 32 Clave D 
k=1 

ANANaS 14. Sea: 

Ay: área del piso de la 2.* planta. 

Ay; área del piso de la 1.*? planta. 


Por semejanza de pirámides: 


A / 6 Y? 

A" (6+») 

271 __36 

48 (6+h) 

6+h=8 

Por dato: r = 2 “.h=2 

=AD=DC=4 Clave B 
:Wy- asco = 5(16X6) = 32 


Clave D 


10. 


Clave C | CD Resolución de problemas 
15. 

Nivel 2 (página 84) Unidad 4 

CD Comunicación matemática 

11. 
(E 
IL (V 
MM. (V 
IV. (F 


no necesariamente. 

solo en el caso de que sean congruentes. 

cuando son congruentes. 

los troncos de pirámide pueden tener alturas en diferentes 
proporciones, por lo tanto no son semejantes. 


==> => 


Por dato: 
12. AL = 2Abase 
|. (F) iguales. Ta 2020/13 13 
II. (V) porque son congruentes (iguales). e A 
III. (F) los troncos pueden estar en diferentes proporciones, por lo tanto no 


serían congruentes. Ap=2 


76 l Intelectum 5.2 


17. 


18. 


Por polígonos regulares: 
AC=24V3 AHM=1 


En el 40HM: OH =V3 


=3 cm? 


ABC 3 : 


En el 40HM: 


3 


> tanó 


3a__ 
2/22 2/2 
tano = 3/2 

342 


E 0= arctan == 


Por dato: r = 2 
=>AM=MC=24/3 

En el 4VHM: 

vM= Y (4/2) +2 
VM=6 

“A =(64/3 )(6) = 3643 


Por dato: 
Argco = 16 m? > AD =DC =4 
En el 4VHM: 
VM=43? + 2? 
VM =413 
Por lo tanto: 
Clave E AL = Phase - AP = (8)( 4/13) 
“. AL =8 413 m? 


Clave C 


19. 


Por dato: 
A, =60 
(12k)(5k) = 60 
k=1 
-.h=4k=4 
Clave D 


20. 


Clave C 


Vo-asco= H(2X1)= 3 


Clave A 


Nivel 3 (página 84) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
21. 
l (V 
Il. (V 


en un cono recto. 

en un cono irregular. 

son 4. 

los oblicuos no cae la proyección en la base. 


==> 


(F 
(3 


— 


22. 
|. (F) pirámide no convexa = base no convexa 
II. (V) pirámide convexo = base convexa 
IL (Y) 
V. (F) 


Clave B o 
Por definición. 


También es una pirámide irregular. 


23. 
L (E 
IL (E 
Il. (E 
V. (E 


no necesariamente. 


=> 


revisar el enunciado IV, pregunta 12. 


pueden tener diferentes alturas. 


E 


tienen que tener volúmenes iguales. 


GEOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 4 l 77 


CD Razonamiento y demostración 


24. 


Por el teorema de Pitágoras: 
a+o=1406  ..(1) 
hH+a=225  ..(2) 
H+0=169 — ..(3) 
Sumando las tres expresiones tenemos: 
2(a? + 0? + h?) =500 
=2a+0+h=250 ...[(4) 
Reemplazando (1) en (4): 
> (106) + h? =250 

h?=144 =h= 12 


De (2): (12)? + a? =225 
a =81=a=9 


De (3): (12)? + c?=169 
=2%=>c=5 


Piden: 
El volumen de la pirámide Q—ABC (V) 


Ys H(Ag)h S (2) 


25. 


31.2 
5 = 485 )12) = 90 
.V=90m* 
Clave E 
Por dato: 
V 2/3 > FApaso X h 2/3 
MEAVE 2/3 _ 
(E) 24 2z 
Clave D 


CD Resolución de problemas 
26. 


78 l Intelectum 5.2 


27. 


En el IMADG, por relaciones métricas: 


(a)(av2) = (a/3)(2) 


=a= Y6 
Gs _ (av2) 
SA (ay? 
GS _2 
SA 77 GS = 2k ASA =k 
Luego: el MACG — ÍMANS 
GA _SA _ 2k+k _ k 
GC SN a h 
3k _k _a 
a. 3 
Piden: 


El volumen de la pirámide S-ABCD (V) 
- A amm=1(2/2 
V= 3 (Agh= 3 (2)(3) 


y- 2 _ (10 _ 646 
9 9 9 


ANV= 2/8 m 


Clave A 


Del gráfico: el ANAH es isósceles. 
Por dato: 5Ag = 3A, 


5(2a)? = 3(4a)(Ap) 


20a? = 12a(Ap) 


A 5 
aa 


Entonces: 


EI IMAOH resulta ser notable de 37? y 53*. 
=0=37" 
Piden: la m4NAH 
= mZNAH = 20 = 2(37*) 
.mZNAH =74* 
Clave E 


28. 


29. 


Por dato: Ay = 2(A,rpcp) 
(ca 222,49) 
4a? = 2a Ap 

=Ap = 2a 


En el ÍXPOH por el teorema de Pitágoras: 
(Ap)? = a? + 6? 
(2a)? =a? + 36 > 3% =36=a=24/3 


Piden: el volumen de la pirámide (V) 
A - 102 
V=¿ (Agh = F(2a)1(6) 
> V=88? =8(24/3) =96 
-.V=96 m* 


Clave C 


Piden: OD =h; 
Por propiedad: 


Vo asc _ OA(OB)(OC) 
Vo-mup.  OM(ON)(OP) 


En el problema: 
Va osc _ (4 M)(a)(a) 
Va D8c a(a)(a) 
Abase (h1) 
3 a-h 


Abase (H) oa 
3 


hh a-h; 
47 (1) 
H: altura del tetraedro Va _ pgc 


>H=2/6 
3 


Reemplazando en (1): 
hy A hy 


avV6 a 


30. 


p, = 248 
3+4/6 


Racionalizando: 
h¡=0D=a(/6 -2) 


En el triángulo OBC: 


o nn 
AN | 
ds Ap 2/3k 
A Sh 1 
DANS lb AS 
B 22/3 H 2243 € 2243 


Por Pitágoras: 
(2/3 k)? =(k + 11) + (22/3 y 
12k? =k? + 22k + 121 + 1452 
0O=k? — 2k - 143 
k 13 
y ] k=13 
A,=k+11=13+ 11 =24 
Piden: área lateral (A,) 
AL a (Pbase)(Ap) sí (66 13 )(24) _ 1584 /3 


A =15844/3 m? 


Por dato: 
A, = 300 
> (4a)VM = 300 

a(VM)=75  ..(1) 
En el 4 VAM por relaciones métricas: 
ah = (VM)6 ...(2) 
Multiplicando (1) y (2): 
ach(VM) = 75(6)(VM) 

ah = 450 

Luego: 

Amat 4/02 
V= 3 (28) h= 38 h) 
V= (450) 

V =600 


Clave A 


Clave C 


Clave B 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 86) Unidad 4 


1. 


Por dato: la diagonal del cubo mide /3 m. 
>d= 43 


(2943 =/3 =r=1 


NI 


Piden: 
El volumen del cono (V) 


V= Sar n= 22) .2(1) 


Clave D 


R?=2 


Clave B 


Se generan dos conos equivalentes: 


V=2(FArese: 1) =2: 51543) (3) 


Clave B 


80 | Intelectum 5.? 


>0= 16 
Además: a. = 45” (dato) 
pa 3605) = 45" 
g 
45 (16) 
360* 
En el IMVOB por el teorema de Pitágoras: 
g? = p? dl R? 
(16? =9?+(2=h=6/7 
Piden: el volumen del cono (V) 


2 1 
V= (Rh =3 (1. 2647) 


.V=8/7 nm" 


R= =>R=2 


Clave A 


El AABC es la sección axial del cono. 

Un cono equilátero es aquel en el cual su sección axial es un triángulo 
equilátero. 

Entonces en el MAOB notable de 30? y 60”: 

h=RV3 Ag=2R 

22/3 =2R=R=43 


Piden: el volumen del cono (V) 
V= FR = HR? (R/3) 


v= 280-213 (/3)? 3 


V=3n mM 
Clave A 


En el MPEB, por el teorema de Pitágoras: 
PB=vV5 
Por el teorema de Thales: 


BP_BE_Y/5_1 
PV TEO PV 2 


=>9= 3/5 

Piden el área lateral del cono: 
A, =1Rg= 1(3)(345) 

“A, =94/5n cm? 


PV=245 


Del gráfico: el MVO,D — IXVOB 


A 
+ => 2r 


Por dato: el área de la base del cono mayor mide 10 m?. 
> 1R?=10 
Piden el área de la base del cono menor (A): 


2 
A=1r= 2(5) 


2 
>A= 2 5 


-A=25m? 


En el lMAOB: R=gsena. A h= gcosa 


Piden el volumen del cono de revolución (V): 


v= HR) = +r(9sena.) (y cosa: ) 


ng-sen?a. coso. 


¿Y 3 


Clave A 


Clave B 


Clave A 


11. 


Nos piden: Ayora, = 7.1” + ng 

g=5 

Por Pitágoras: (21)? = 20 

=t= 45 

> Ajora = TU V5 + (15 (5) =5n +55 1 
“«Ajoja = 5n(1 + 1/5) 


Clave C 
El desarrollo de su superficie lateral será: 
B 
> 
9 g 
21R 
Por dato: a. = 120" 
> 360" 5) = 120" 
g 
RL 
aa ..(1) 
Además: A, = 3n cm? 
=> 1Rg = 3n => Rg =3 ...(2) 
De(1)y(2):R=1 4 g=3 
En el IMAOB, por el teorema de Pitágoras: 
9 =1+R? 
(3) =92+(112=h=2/2 
Piden: el volumen del cono (V) 
V= WR?) = Sun 247) 
¿NS 24d cm? 
Clave A 
Nos piden: Ag, =1. .r.g 
De la figura, OM es base media del AABV: 
>AV=8 A NV=2 
Luego: y =8 
En el AAPO notable de 30” y 60: 
r=4 
> Ag, = 1(4)(8) 
an Asi = 321 
Clave B 
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12. En el TON notable de 53* y 37”: 
TO =8r 
Del dato: Veiindro = 721 
n(3r?. 8r=72n 
P=1 
h=:1 
R=16r=16 A g=161V2 =16/2 
Ag (cono) = n(16)(16/2) = 256/42 1 


Nos piden: Veono Clave A 
Sea O, el centro de la base del cono, AB = 8, entonces el radio de la base 
del cono es 4. PRACTIQUEMOS 
AH=2=HO=2 Nivel 1 (página 88) Unidad 4 
Se deduce: CD Comunicación matemática 
h =VO =2(PH) =44/6 1. 
Entonces: 2. 
¡ 6446 
Veono = q HAYA V6)= =>" CD Razonamiento y demostración 
ClaveD | 3, 
13. 
En el ÍXPOM notable de 37? y 53”: 
h=4 19=5 
Por dato: ABC-A'B'C' es un prisma recto y Piden: el volumen del cono (V) 
BB'=A'C”. 
Sho V= LR) =Ltr. 324) 
Además: Vorisma = 240 cm? > V= 367. _ 427 
=> (AbaseJh = 240 3 
Ak .3k ¿V= 128 
HA (5k) = 240 
> 2 Jl ) Clave E 
=>k=8>k=2 A 
En el MA'B'C' por el teorema de Poncelet: : 
Ak + 3k = 5k + 2R 
2k =2R 
k=R=2R=2 
Piden el volumen del cono (V): 
_A 1 p2n_1,, 92 
V= 3 UR )h = 3.2 )(5k) 
Del gráfico: g = 9 
- 201 x — 201 QuE 
dia 3 a 3 (2) En el lMAOB, por relaciones métricas: 
40m 3 (RY= (AB)(HB) 
¿V=E 
q =R?=(9(1)=>R=3 
Clave A . 
Piden: el área lateral del cono 
14. A, =1Rg = 7(3)(9) 
Ge AL = 27n 
Clave C 
5. 


Nos piden: Ag(cono) =1. .R. g 
Datos: VT =T0; Veilindro = 7270 
Sea: ON = 6r 
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Del gráfico: los triángulos rectángulos AHB y BHC son notables. 


=== k=1 


El sólido formado está compuesto por dos conos de revolución 


> Vasico= <TIAR AH) + GTA) (HO) 


Ms mr (1662 4) + hr (1662 13% 


3 
Des tn 43 1201) 
Vsó ido + mé 
6. 
E 
Por dato: 
Velindro =30 cm? 
= nr?h =30 
Piden: 
Voono = 3 (20? .h= Path =3(30) 


Veono = 40 cmé 


CD Resolución de problemas 
7. 


Por dato: 2 4 
g 5 


En el ÍMBOA por el teorema de Pitágoras: R = 3k 
Además: Ay = 2161 cm? 
> A, +Apase = 2161 
Entonces: 

ARg +711R?=216n 
(3k)(5k) + (3k)? =216 

24k? = 216 
k?=9>k=3 


> h=4k A g=5k 


Piden: 

Abaco =1R? =n(3k)? 
> Apaso = Món = 93) 
“«Apaso = 811 cm? 


Clave C 


Clave C 


Clave A 


10. 


ElÍMBOC es notable de 37” y 537, entonces: 
R =3k, h = 4k y g = 5k 
Por dato: 
2 2 1 ye 
ó JE de vo > K= 443 
Piden: el área total del cono 
Ar a AL + Abase 
Ay =1Rg + 1R?= x(3k)(5k) + n(3k)? 
2 
Aj=2402=240(1,/2) =5 
28 Ar =T m? 
Clave D 
A 
3 
2xR 
Se cumple: 
- (21 
21R = ( z ).3) 
=>R=1 
Piden: el área total del cono 
Ar =TR(g +R) 
Ar=1.(1)/(3 +1) =4ñ 
2. Ap=4n m 
Clave A 
Del gráfico: ABC — ÍMEDC 
(5) 
2 4 9_4 
10 RR 720. R 
> gr =80 
Piden: el área lateral del cono 
A¡ =1Rg = 1(80) 
AL =80m m? 
Clave C 
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Nivel 2 (página 89) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 


Nos piden: Voy = +20 = Sah 0) 


11. De la figura: h=VO = yg? - 4 
L (V) sí pueden ser iguales ya que son semejantes. Por teorema de la tangente: 
II. (F) son semejantes no congruentes. > e a? 
III. (V) sí pueden, pero serían congruentes. a” =(4n(2) = a =81 =1”= y 
IV. (F) los troncos pueden tener alturas en diferentes proporciones, por lo h= 2 e 
tanto no son semejantes. e 
Clave D En (1): 
12. _4/(41/2 2% _ ni /2 a 
|. (F) son iguales. Voono= 3 a 8 ) e 
II. (V) porque son congruentes (iguales) 
Ill. (E) Clave D 
- LA 16. 
de: 
IV. (F) los troncos pueden estar en diferentes proporciones, por lo tanto no 
serían congruentes. 
Clave B 
Razonamiento y demostración . 
dE re Nos piden: Ag, = rg(R + r) 
j h = gsen0 
Sabemos: A= tr 
2A= (2%) gsenó 
=> 2An = TR + rjgsenó 
] 2An _ 
Nos piden: h seno — oSL 
Dato: V, =V> Clave C 
> Lar(h) = nr2(4 — h) a 
3 = CD Resolución de problemas 
h=12- 3h 17. 
-.h=3 
Clave C 5 
14. 
O 
L=2nr 
a .5=2u1=>r=3 
d=1?+>52=H+32>h=4 
Nos piden: Piden el volumen: 
Y A _1 an 3 
v+V V 3 (Abase)h 3 r(3)”.4=12n cm 
Clave E 
De la figura, por ser conos semejantes tenemos: 
Yo (57 18. 
+ Y (6/57 +(3/5) 
Clave B 
15. 
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Del [MAOC notable de 37* de 53%: 
R=3k h=4k y g=5k 
Luego: g =10 


5k=10>k=2 
=R=3(2)=6 Ah=4(2)=8 


Piden: el volumen del cono (V) 


V= ZAR) = (n.6?)(8) 


> V= 22 — 96 


.V=96n 


Por dato: HO es mediatriz de AB. 
>R=h A g=RY2 
Piden: 
Abase ls TR? eS TR? 
AL. TRY R(RY2) 


E Abase TR? 1 /2 


A 1R4Y2 42 42 
al Abase _42 


20. 


Nos piden: H 


Clave C 


Clave E 


El desarrollo de la superficie lateral es un trapecio circular que tiene por radios 


4 m y 10 m y ángulo central de medida 180”. 


g=6 


>0= 6m 
Tenemos: 
2nr=4n 
r=2 
2r1R = 101 
R=5 


Luego: 


4,4 


yy, 


Clave C 


Nivel 3 (página 90) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 


21. 
|. (V) traza una altura desde el centroide hasta la generatriz. 
II. (V) todo cono tiene sección axial. 
III. (V) si tiene igual volumen. 
IV. (F) no necesariamente porque son semejantes. 
22. 


|. (F) son líneas curvas. 
II. (F) porque es una recta. 
|. (V) porque la directriz del cono siempre está inscrita en la directriz de la 


pirámide. 
. (F) por definición, no coincide. 


<= 


CD Razonamiento y demostración 
23. 


Nos piden: Veono 


Como VC //AB = mZ4VCL =mZLAB = a. 
Además AAMB es isósceles: 
Luego: 3a = 90? 

a =30* 
En el EMAOV notable de 30 y 60*: 
A0=3 A VO=343 
Luego: 


Veono = +3) x 343 
“Veono = 91 3 


Clave D 


Nos piden: 


Veono menor 


Veono mayor 
Del gráfico, usando el Ex notable de 30” y 60”. completamos longitudes. 


= Veono menor = har x1/3 = har. Y3 


Veono mayor — 32 x 2143 = 71 80.13 
de 30 
a Veono menor _ qe /3 41 
Veono mayor yn -8-4-/3 8 


Clave C 
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25. 


Nos piden: Veono 
Dato: Vy - osrp = 1 cm? 


H(Apas) xh=1 


De la figura: 


142) p) 


Abase = ÁnopTS = 
Reemplazando (f) en (a): 


ELL 11 22 1=3/2 


Pero: Varo = : mu (4h) = ; (3/2) =44/21 om 
Clave A 


26. Considera: VA = AB 


Nos piden: ono 
pirámide 
Por ser una pirámide regular: 
VA =VB =VC =VD =AB = DC 
De lo anterior, AVDC es equilátero, el radio de la circunferencia inscrita en 
el AVDC es: 


r= A (AB) 


La altura del cono es: 


2 
h+1?= (5) ¡ AB=BC=h= L6 (a8) 


2 

Entonces: 

E ES 0 pat 
Veono Er 6 A8) 6 AB) 216 (AB) 
Luego: 
Voirámide = FAB] ¿A (01) 

ABY3 
Calculamos H: 2 H 
=H=28B/2 
(AB/2) 
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En (1): 

Veranos = Exu(a8r(AB/2) = m2 (ppp 
Finalmente: 

Meono 43. 

Woirámide 36 


Clave E 


CD Resolución de problemas 
27. 


En el IMBOC notable de 30? y 60”: 
h=RYV3 » g=2R 
Luego, el ángulo del desarrollo de su superficie lateral será: 


a =360* E) = 360*( 5) 


= a =180* 


Entonces, el desarrollo de la superficie lateral del cono es un semicírculo. 
Por dato: 


=9=2 
(2R)=2>R=1 


Piden: el volumen del cono (V) 


e HR) E ZMR(RV3) 


V= 243 ps ER 


-V= mV 3. mé 
ss E 
Clave A 
A ap 
g 9 h=243 
2 
; 1.9.0 
Nos piden: Ag, = Agr 
6: ángulo de desarrollo 
Dato: O = 180? 
Se tiene: a 
180” = x rad 
>= 2r 


2nr 


29. 


En el 4AOB: 


Luego: 


 mx(4)x 180" 
3607 


Clave D 


Nos piden: Ag, =1 .r.g 
En el 4A0B por Pitágoras: 
102+ 2 =(r1+24/5 ) 
100+12=1?+4r/5 +20 

4/5 =80 

>r=4/5 m 

9g=64/5 m 

> Ag, = 1(44/5 645) = 120n m? 
Clave C 


30. 


En el ÍMBCA por el teorema de Pitágoras: 
ge = (2417)? + (442)? =68 + 32 =100 
=9=10 
En el ÍMBDC por el teorema de Pitágoras: 
(2417) =8 +2? 268 =64 +2? 
4=a=a=2 
En el ÍMDCA por el teorema de Pitágoras: 
?=a + (4/2 )? =(2)? + 32 =36 
>r=6 


Desarrollando la superficie lateral del cono tenemos: 


La 2nr=0.9 
¿OS 2.6=0.10 
=>0= 6r rad 
2nr 5 
-.0=216" 


Clave D 
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ESFERA Y SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN 


APLICAMOS LO APRENDIDO 5. 
(página 91) Unidad 4 
1. 


' En el IMBAK notable de 30? y 60”: 
Por dato: — 
Ace = 21 Rh = 801 x=(12)43 =4/6 
Anos L = perímetro de LSGK = 4(4) = 16 
(10)h=40=h=4 
En el DMOHA por el t de Pitágoras: r=8 IO) 
ne por el teorema de Pitágoras: r = A 
Piden: : s Clave A 
Abase del casquete = 1” = x/6) 
-'«Abase de casquete = 64 M 6. Volumen generado por el semicírculo mayor: 
Clave B _ T 92 E 2 
V; =20(2-22)(4)=16n 


2. Elárea del piso: nr? 
El área de la superficie exterior: 21.1? 
Aplicando regla de tres simple, el costo es: $200 


Volumen generado por el semicírculo menor: 
0 (7.42 (5) 5.2 
V,= 2n(5 1 16) =5n 
Clave D Finalmente: 
Y, -V¿=11n?4 
3. Clave A 
7. A=arx=2r 
Por Pappus-Guldin: 
2. V=2mAx =4nér ue 


Clave D 

4 p3_m4,3 
Por el teorema Pappus-Guldin: %: 3 A e ) 
Aso = (27x]L RY_/3YP 
> Aso =2m(16)16 =324/6 n u” n=(5) = (5) Al E 

Clave A 
9. 
4. 
Del gráfico: Dato: PQ = QR = PR 
ÉMAHO <= IMOMB (A-L-A) De la figura, PHG es el triángulo rectángulo notable de 45*y 45”, además, en 
>HO=5 AOM=7=HM= 12 este caso G es el baricentro del triángulo PQR: 
2 

En el IMAEB por el teorema de Pitágoras: GP=2V/3 =>x=GH=YV6;A 6 E 9/3 
(RV2 y? = (AE)? + (EB)? =2? + 122 
2R?=148=>R*=74 lo 

V=2nxA=2n(/6 (9/3) =54/2 n Y 
Al girar la figura sombreada, se forma un anillo esférico, entonces: de 

ave 


Vas = Ex(AB)(HM) 
10. De la figura: 


Ves La R/2 112) A 
ñ [= SAN 


a 

2 
Vag = 4R? = 4(74)n NS 
Sy 


2 R= aí3. 
Va = 2961 u Mi 2 d Z 
AN 
Clave E 
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11. 


12. 


13. 


Amp 
V; = 3 Tr 
—- 4,p3 
Va = 3 TR 
M_ (E _ 43 
YY AR 9 
See Para la esfera: 
Age =4n(a13 )' = 12na? 
Para el cilindro: 
Ac =2n(2a)(2243) = 8na?/3 
Por lo tanto: 
Ase _ 12ma? _ 4/3 
De la figura: Ac 8naY3 2 
Cl 
3r= 243 ave C 
r= 43 m PRACTIQUEMOS 
e clave n | Nivel 1 (página 93) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
1. 
CRE ll Il. Segmento esférico 
II. Cuña esférica 
A 111. Anillo esférico 
IV. Casquete esférico 
> 38 V. Sector esférico 
El área total del segmento esférico es: 2. |. (F) porque, genera una superficie de revolución. 
A¡=2nRh + nr, s8 rro IL (F) porque, genera un anillo esférico. 
111. (V) por definición. 
paraa IV. (F) porque, tienen que ser coplanares 
Ap=1Mxr)=1,+1;h=1 j porque q p : 
> 1 =21(3) + mr)? + mr, + 1) Clave D 
11=6 + (1 + (1241 +21 . 
2=(r AN Ñ (1) ! 3. |. (F) porque, solo es sólido de revolución para un cilindro recto de base circular. 
a de 4 q IL. (F) porque, solo es sólido de revolución para un cono recto de base circular. 
ea . III. (F) porque, genera un sector esférico. 
+. 12 = 2 cm (radio d la base mayor) 
IV. (F) porque genera un plano. 
Clave C Clash 
CD Razonamiento y demostración 
4. 
Volumen generado por el cuadrado mayor: 
! / 3/6 Del gráfico: 
AB=6;MD=3V2 >MH == ÍMAHO = IsONB (A-L-A) 
=AH=4AHO=5 
Wo amoo) 348) = 1081 /6 u? o 
2 Además, por el teorema de Pitágoras: 
Volumen generado por el cuadrado menor: R2-424+52-44>R= YM 
PQ=4;ND=2V/2 =NS=y/6 Edi 
—- az 3 : 
V,=2n(1646) =32n 46 u Vos= 28h = 2/41)? .9 
Entonces: A 
V, -V,=76n 4/6 u? Vs = 2461 m 
Clave D Clave E 
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5.  Graficamos la sección axial del conjunto mostrado: 


SN] 
pu) 


Volumen de la esfera: 


Vestera = o 


3 
Volumen del cono: 
Veono = GR 


Volumen del cilindro: 
3 
Veilindro = 2 


Luego: 


Vestera ua Veono Es Veilindro 
2 


Entonces: 
dry += 24124 3%=14 


A= Lp /3 =9/3 
x= 2(3/3)=2/3 


Por lo tanto: 
Vsg = 2193 (2/3) = 108n cm? 


CD Resolución de problemas 


Clave E 


Clave D 


7. El diámetro de la esfera circunscrita al hexaedro mide igual que la diagonal 


del hexaedro, entonces: 


Asg = EEN] = 3na? 


Ácubo = 62? 
Acubo 5 2 
Ase T 


8. Por ser sólidos equivalentes se cumple: 


AOS = (4)h 


72=4h=h=18 


Área lateral del cilindro: 
. A¡ =2mh =21(4)(18) = 144r cm? 
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Clave D 


Clave A 


9. 


10. 


11. 


Para el cono: 
h?=107-6%=h=8 

Por ser sólidos equivalentes: 

: n(68) = £1rR3>R=2%9 


3 
Área de la superficie esférica: 
Asg = 4rR? 
. >Agg=4n(2/9 )? = 4813 u? 
Clave E 
Volumen y área del octaedro de arista a: 
V= ALA 2 13% 
¿VA/6. 
Luego: —-= 18 
Graficamos la sección axial del conjunto mostrado: 
v 
A 
(oa 
El radio de la esfera inscrita es: 
del - 46 
VO = 374 OA = AS MS 
vA= 2/3 
2 
M5. 
Entonces: => E 
Clave C 
Planteamos una regla de tres simple: 
360% ar 
60* V 
2 
V= 9 Tr 
AB=2r=6 >r=3 > V=86nm 
Clave A 


Nivel 2 (página 93) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 


12. 


LV 
IL (E 
Il. (E 
IV. (V 


=> 


porque es coplanar y no secante. 

porque genera un plano. 

porque es una superficie secante. 

una figura sí puede formar un sólido de revolución. 


A 


porque forman 2 superficies de cono de revolución con un mismo vértice. 
porque tienen que ser coplanares. 

porque no puede ser secante. 

porque solo generan sólidos de revolución las regiones planas. 


 (V 
F 


F 
F 


oo 


( 
tm. ( 
( 


Clave A 


14. 
(F) genera una superficie de revolución. 


l, 
II. (V)por definición. 
III. (F) porque es secante. 


IV. (V)por definición de sólido no convexo (por un sólido pasa una recta que 
interseca a un sólido en más de 2 puntos). 


Clave A 
CD Razonamiento y demostración 
15. 
Piden: 
Ves han E (65) 
AA Vie = 30n mé 
Clave A 
16. Aplicamos el teorema de Herón: 
Anc = V9-4-3-2 =64/6 
Además: Arage = P(r) 
> 6/6 =9.r 
>ar= 2/6 
3 
Por lo tanto: 
_4 (2/5 VW"_64 
V=30(318) => (87 
Clave D 
17. 
¿TR 324/30 RO =244/3 
De la figura: 
00= R;om= Br 
2 2 
_1 (43 ] 1 
Veono Ln z ($e) SR 
Voono = 9 /3n 
Clave C 


De la figura: Ayagco = e? 
X= 7/6 
Luego, por Pappus-Guldin: 


Por lo tanto: 
2Pasco + da = 4(2) = 8 cm 
Clave D 


19. 


Por dato, el área lateral del cono es 18x. cm, entonces: 
TR = 18n 
Del gráfico: R = 2r 
> ni(2r) = 18n 
r=9 
Área total de la semiesfera: 
Age = 2120” + (21)? = 12m? 
Age = 129) = 108n cm? 
Clave D 


CD Resolución de problemas 
20. 


Veubo = 6 =216 cm* 
Mass = 4 (3) = 36m cm? 
pelota — “agua desalojada — 3H ) = 36n Cm 

Del gráfico se observa: 
Wiesultante a Veubo — Vagua desalojada 
36h = 216 — 361 

h =(6-— xn) cm 

Clave D 
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3 
AN ae E 9/2 =a=3 


Oo. ala 


En el lx VOA por relaciones métricas: 


EA ar 


1 3/6) _ 46 
6 2 
Entonces: 
y 
Ase = Amr? = 4n( (2) = 6r m? 


22. Por regla de tres simple: 


360% 2nf 
18____A 
2 
A= — r=3 

A= 2 mp? 


Nivel 3 (página 94) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

23. 1,11, IV, V, VI, X, XI 

24. 111, VII, VII, IX, XII 

25. 1, VII, VII 


CD Razonamiento y demostración 
26. 


B E A 
Eh —— 2h ——— 360" 


V+: volumen generado por la región GEA. 
Vo: volumen generado por la región CBA. 


Entonces: 

V,= har (2h) = 2neh 
13 3 

V,= Er3n (3h) =9nróh 


.M_2 
Por lo tanto: e 
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Clave D 


Clave C 


Clave A 


27. 


28. 


29. 


V=2na%x 


2 


Y7 


=>x= 5 coso. + sena) 


x= sen(45” + 01) 


Luego, el volumen generado es: 
V = ña (coso. + sena.) 
Para hallar el máximo valor usamos la derivada: 
V' = 1 (-sena. + cosa.) =0 
= COSO. = Seno, 
tana =1 
a. =45 


Luego, el volumen generado es: 


V= 2n(300)/2) = 75001 m 


Por relaciones métricas sabemos: 
Y =H(h) (1) 
2 =HH+h)  ..(2) 


Por dato: 
nalH 
“Y _80 6 _80 
Y 180 nj, aén 13 
pt 
2H__80 
+3? 13 


Clave C 


Clave B 


> 13/H(H + h)]H = 80h? + 240(Hh)h 
13H? + 13H? = 80h? + 240hH 


Ordenando respecto a H?: 
13H% + (13h)H? - (24092)H - 80h? = 0 
Por divisores binómicos: 


13 13h -240h? | -80n* 
H=4h| 52h 2605? gon? 


113 65h 204 | 0 


> (H — 4h)(13H? + 65hH + 20h?) = 0 


=H=4h 
En (1): 
 =4h(h) 
>r=2h 
En ella MPN: 
N 
2h 
.X=26,5" 
M 4h P 
. 26,5” =2630' 


Teorema de Herón: 
Asaso= /21(8X6(7) =84 u4 
Teorema de la mediana: 


2 
13715? = 28m? + LE 
BM=24/37 
+ Bú= S(2/37)=3 "E 


pi E Xx senO 


Aausc = 42 = 


=> 42 Xx senó 


_ (Q/37)(15) 
_ 2 


14 
54/37 


sen0 = 


27 


Clave B 


En el lx GHB: 
GH = x = BGsen(0 + 8”) 
>x-4/48714_. 7 ,27_._1_ 
3 5/37 5/2 5437 5/2 
3 1042 
39 


Por lo tanto, el volumen generado es: 
Vsg = (2%)Aaagc 


122 a 


Vsc = 5601 /2 YY 
Clave E 


CD Resolución de problemas 


31. 


32. 


33. 


M, N y $ son puntos de tangencia de ambas superficies, P es el centro de la 
esfera inscrita. 
De la figura: 


OP=r/3;R=0P+r=1(43 +1) 
Luego: 


- RUB 1) 
2 


r 


Dato: 
R=4>r=243 -1) 


Clave A 


Los valores del radio y la altura del cono parcial son: 


Por lo tanto: 
de. 2 
Veono parcial = qa h= Eu 
Clave C 


Por datos: 
Voz = Vse A R=3cm 


Además: h = 3 cm 
=> a =180* 
Por lo tanto: 


Vor= Ra r(3%)(180”) 
CE” 270” 270" 


= 18n cm? 


Clave E 
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MARATÓN MATEMÁTICA (pagina 96) Unidad 4 


Te 


Por Pitágoras: BA = 8 


El volumen de revolución está dado por la diferencia de una semiesfera y un 
cilindro: 


- 200, 


Vemiestera = - XTX ; (10)? 
Veilindro = TX 6% x 8 =288n 


Wrevolución = Veemiesfera > Veilindro 


E e — 288. 


_ 1136 
Clave A 


Paso 1: 
Del área lateral: 
A, =1trg =b 


>=.  .( 
Tr - (1) 


Paso 2: 

En el AAOV; por relaciones métricas: 
axg=rxh ... (2) 
Weoo = Tr? h= L (mr h) (a) 
+ * Cono 3 3 se 

De (1) y (2) en (a): 


Vas joo ag 


Clave E 


3. Paso 1: 


=  EnellsAHC, por Pitágoras: 
CH=4 

=  EnelExCHB; por Pitágoras: 
CB? = CH? + HB? 
CB= /97 
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Paso 2: 

= — Porpropiedad de circunferencia: 
CB =106* 
= COB = 106” 


A o-=l 
cos106* = 25 


Hallamos R: 
Por ley de cosenos: 


CB? =C0? + 0B? - 2(CO)(0B)cos106? 
97 =2R(1 — cos106") 


R?- 2591 hs sr . 


Clave E 


Paso 1: 
Por semejanza de conos: 


Vo' - Vo 


r_H-h,_R 
p= tol o 1 pH) .. (0) 


Paso 2: 
Del área lateral del cilindro: 


A, = 21h = reemplazando (0): 
21R _2HRJH? H j 
A = 228 4 — hh = 22 | 7 (n-5) 


2 


El área del cilindro será máximo cuando: 


Clave B 


Como VO =BO = pa y VB =L, entonces el triángulo VOB es notable de 
45”, es decir: m4VOB = 90". 


Se tiene VO 1 AC y VO 1 BO, entonces VO es perpendicular al plano que 
contiene a la región triangular ABC, siendo esta la altura de la pirámide V-ABC. 


e) 


= Volumenyagc) = A 


a 


3 
Po Volumenyagc) = L Y2 


12 
Clave E 
A 
Paso 1: 
En la pirámide (V-ABCD): 
= SIAD=2a 
=  Porsemejanza: AAHO =— AOMV 
AH=MV=ay/2 
= Por propiedad de circunferencia: 
HP=PM=a 
Paso 2: 
En el AVHP: 
v 
cosa = — 2 
av2+a 
ENEE A as =42-1 
2+1 
HO 2Ap .:. a=arccos(Y2 — 1) 
Clave B 


atana seno 


atana.cos0 B 


Por el teorema de las tres perpendiculares: 
(PALAB APA LAC)IAAB 1 BC 
> PB=BC 


En el APBC: PB = atana. 
En el APAB: PA = atanasen0 y 


AB = atano.cosO 


rá Ve.ABc = Ang xAP 


Vease = ¿atando sen . cosd 


Vranc= ¿Pando -senz0 
Clave A 
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